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Resume. Soit V une variete close de dimension 3. Dans cet article, on montre que les 
classes d'homotopie de champs de plans sur V qui contiennent des structures de contact 
tendues sont en nombre fini et que, si V est atoroidale, les classes d'isotopie des structures 
de contact tendues sur V sont elles aussi en nombre fini. 
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Le but de cet article est de demontrer les deux theoremes suivants ainsi que quelques 
uns de leurs avatars : 

Theoreme 0.1. Sur toute variete close de dimension 3, les classes d'homotopie de 
champs de plans qui contiennent des structures de contact tendues sont en nombre fini. 

Theoreme 0.2. Sur toute variete close et atoroidale de dimension 3, les classes d'isotopie 
des structures de contact tendues sont en nombre fini. 

Ces resultats s'inscrivent dans un contexte qu'on rappelle brievement. D'abord, les 
structures de contact tendues sont officiellement nees dans |E12j oil Y. Eliashberg etablit a 
leur sujet le theoreme de finitude homologique suivant : sur toute variete close V de dimen- 
sion 3, seul un nombre fini de classes de cohomologie entieres de degre 2 sont realisables 
comme les classes d'Euler de structures de contact tendues (orientees). Dans ce meme 
article, le theoreme de finitude homotopique 10.11 apparait aussi explicitement - Theorem 
2.2.2 - mais I'argument propose pour sa demonstration est incomplet. Dans |KM] . par 
I'etude des monopoles de Seiberg-Witten, P. Kronheimer et T. Mrowka obtiennent I'ana- 
logue du theoreme 10. II pour les structures de contact remplissables (au sens le plus faible 
qui soit). D'apres un theoreme de M. Gromov [Grj et Y. Eliashberg [E13] . toute structure 
de contact remplissable est tendue mais bien des structures de contact tendues ne sont, 
en revanche, pas remplissables |EH2l[LS] . de sorte que le theoreme 10. li ne decoule pas des 
resultats de |KM] . 

Un autre theoreme de |E12] prouve que la sphere porte une seule structure de 
contact tendue a isotopie (et changement d'orientation) pres. Ceci suggere que les classes 
d'isotopie des structures de contact tendues pourraient etre en nombre fini sur toute 
variete close de dimension 3 |E12t conjecture 8.6.1] mais les resultats de |Gi3l IKaj refutent 
cette hypothese. lis montrent en effet qu'une modification de Lutz repetee sur un tore 
incompressible pent produire une infinite de structures de contact tendues deux a deux 
non conjuguees, d'oii la conjecture suivante de |Gi4j : les structures de contact tendues 
sur une variete close de dimension 3 forment un nombre fini de classes d'isotopie si et 
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seulement si la variete est atoroidale, i.e. ne contient aucun tore plonge incompressible. 
Cette conjecture est a present averee grace au tlieoreme lU.2l ci-dessus et au resultat suivant 
demontre independamment dans [Co3] et dans |HKMj (travail commun avec W. Kazez 
et G. Matic) : 

Theoreme 0.3. Sur toute variete de dimension 3 close, orientee, toroidale et irreductibl^ 
les structures de contact tendues forment une infinite de classes de conjugaison. 

Les methodes developpees dans le present article permettent par ailleurs de preciser 
ce resultat en tenant compte de la torsion, invariant des structures de contact introduit 
dans |Gi4j et defini comme suit : 

Definition 0.4. On appelle torsion d'une structure de contact ^ sur une variete close V de 
dimension 3 la borne superieure des entiers n G N pour lesquels on pent plonger dans (V, ^) 
le produit x [0, 2mr] muni de la structure de contact d'equation cos 9 dxi —sin 6 dx2 = 0, 
ou {x,e) e M7Z2 X [0,2n7r]. 

En vertu du theoreme de Y. Eliasliberg qui les classifie, les structures de contact 
non tendues - aussi dites vrillees - ont une torsion infinie. En outre, sur une variete 
atoroidale et irreductible, les structures de contact tendues ont une torsion nuUe. Pour ce 
qui concerne les varietes toroidales, les demonstrations du theoreme ci-dessus etablissent 
en fait que, lorsqu'elles sont irreductibles, elles admettent des structures de contact ten- 
dues de torsion finie arbitrairement grande. Cela dit, la reponse a la question suivante 
reste inconnue : 

Question 0.5. Les structures de contact tendues ont-elles toutes une torsion finie ? 

Le theoreme qu'on obtient ici est le suivant : 

Theoreme 0.6. Sur toute variete close de dimension 3, les structures de contact tendues 
et de torsion egale a un entier fixe ne forment qu'un nombre fini d'orbites sous V action 
du groupe engendre par les diffeomorphismes isotopes a I'identite et les twists de Dehn le 
long de tores. 

Ce theoreme entraine le theoreme 10.21 puisque. sur une variete V atoroidale, tout twist 
de Dehn le long d'un tore est isotope a I'identite. Sur une variete toroidale en revanche, 
les structures de contact tendues de torsion (finie) fixee peuvent tres bien former une 
infinite de classes d'isotopie, comme le montre I'exemple des fibres en cercles au-dessus 
des surfaces |Gi5t IHo2j . 

La cle des theoremes 10.11 10.21 et 10.61 est le resultat suivant qui montre que les struc- 
tures de contact tendues sur une variete close sont engendrees, a partir d'un nombre fini 
d'entre elles, par des modifications de Lutz (voir la partie 1.4 pour la definition de cette 
operation) : 

Theoreme 0.7. Sur toute variete close V de dimension 3, il existe un nombre fini de 
structures de contact ■ ■ ■ ,C,n ei, pour chaque entier i G {1, . . . ,n}, un nombre fini de 
tores Tl, . . . ,Tl, transversaux a C,i tels que toute structure de contact tendue ^ sur V, a 
isotopie pres, s'obtienne a partir d'une des structures par une modification de Lutz de 
coefficients n^(0 G N /e long des tores Tj, 1 < j < ki. 

^Sans cette hypothese, il se peut que la variete ne porte aucune structure de contact tendue (voir 
pIT] . 



Un point crucial neanmoins - qui empeche de deduire formellement le theoreme lO.GI du 
theoreme lU.7l - est ici que les tores Tj fournis par ce dernier ne sont a priori pas disjoints 

- meme pour i fixe. Du coup, I'ordre dans lequel on effectue les modifications de Lutz a 
une incidence. 

Tons ces resultats fournissent une classification geometrique grossiere des structures 
de contact tendues en dimension 3. II serait interessant de la preciser en donnant par 
exemple des estimations effectives pour les nombres dont on se borne ici a prouver qu'ils 
sont finis. 

Les preuves qu'on donne dans ce texte s'etendent des varietes compactes a 

bord, pour peu qu'on impose un germe de structure de contact le long du bord. Par 
exemple, le theoreme 10.61 devient : 

Theoreme 0.8. Soit V une variete compacte d bord de dimension 3 et ( un germe de 
structure de contact le long de dV . Les structures de contact tendues egales a ( pres 
de dV et de torsion egale a un entier fixe ne forment qu'un nombre fini d'orbites sous 
V action du groupe engendre par les diffeomorphismes isotopes a I'identite relativement au 
bord et les twists de Dehn le long de tores inclus dans lnt{V). 

Grace au travail de Y. Eliashberg et W. Thurston [ETj qui procure, en dimension 3, 
une methode generale pour deformer un feuilletage par surfaces en une structure de 
contact, le resultat suivant de D. Gabai |Ga] se deduit du theoreme 10.11 : 

Corollaire 0.9. Sur toute variete de dimension 3 close et orientable, les classes d'homo- 
topie de champs de plans qui contiennent un feuilletage sans composantes de Reeb sont 
en nombre fini. 

Avant D. Gabai, P. Kronheimer et T. Mrowka ont demontre ce theoreme dans |KMj 
pour une classe plus restreinte de feuilletages - les feuilletages tendus - comme une 
consequence de leur travail sur les structures de contact remplissables. En fait, un des 
resultats principaux de [ETj dit que tout feuilletage tendu sur une variete close orientable 
pent etre deforme en une structure de contact remplissable. Par suite, la finitude homo- 
topique des structures de contact remplissables implique celle des feuilletages tendus. Le 
corollaire 10.91 decoule pareillement du theoreme 10.11 et d'un resultat de [Co4] qui montre 
que, toujours sur une variete close et orientable, tout feuilletage sans composantes de 
Reeb se laisse deformer en une structure de contact tendue. 

Dans [Gaj . D. Gabai demontre le corollaire 10.91 par une methode geometrique fondee 
sur les idees classiques de H. Kneser |Kn] . W. Haken |Ha] et F. Waldhausen |Wa] mais 
utilisant de plus un processus infini de mise sous forme normale dil a M. Brittenham [Brj . 
Cette methode lui permet d'atteindre aussi un analogue du theoreme 10.21 qui, pour le 
coup, semble loin d'en etre un corollaire. 

Enfin, la version relative 10.81 du theoreme 10.61 donne une classification grossiere des 
noeuds legendriens dans la sphere S'^ munie de sa structure de contact standard : 

Theoreme 0.10. Dans la sphere de contact standard de dimension 3, les noeuds legen- 
driens ayant une classe d'isotopie lisse et un invariant de Thurston- Bennequin imposes 

- arbitrairement - forment un nombre fini de classes d'isotopie legendrienne. 

Pour demontrer les resultats enonces ci-dessus, la methode qu'on adopte consiste a 
mettre chaque structure de contact tendue sur V, par isotopie, en position « adaptee » et 



« minimale » par rapport a une triangulation fixe A de V (sections 2.1 et 2.2.). Ensuite, 
grace a la classification des structures de contact tendues sur la boule |E12] et a des 
manipulations de surfaces convexes [Gilj . on observe que cliaque structure de contact 
tendue obtenue est entierement decrite par une donnee combinatoire : le decoupage des 
faces de A. II s'agit, sur cliaque 2-simplexe F, d'une collection finie d'arcs simples, propres, 
disjoints et evitant les sommets, leur union n'etant bien definie qu'a une isotopie pres de F 
relative aux sommets. Ces arcs (a cause des proprietes de la triangulation et des structures 
de contact), s'organisent en families d'arcs paralleles, elles-memes contenues dans un 
nombre fini de « domaines fibres » (sections 2.3 et 2.4). En dehors de ces domaines, 
les structures sont sous controle (theoreme 12. ip . On etablit alors une correspondance 
entre les structures de contact tendues « ajustees » a un meme domaine fibre M et les 
surfaces « portees » par M. C'est la qu'apparaissent les tores generateurs du theoreme 10. 71 
(section 3). Pour demontrer la finitude isotopique, il faut encore simplifier le domaine M 
pour le faire ressembler a un fibre en cercles au-dessus d'une surface (section 4). On 
applique alors un theoreme classifiant les structures tendues portees par un fibre en 
cercles |Gi4t IGi5| IHo2] pour conclure. Enfin, on donne la preuve du theoreme 10.101 dans la 
section 5. La section 1 est consacree a la presentation des outils necessaires a la realisation 
de ce programme. 
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1 Outils de geometrie de contact et de topologie 

On presente ici succintement les outils de geometrie de contact et de topologie qui 
serviront pour demontrer les theoremes annonces dans I'introduction. 

1.1 Structures de contact tendues / vrillees 

Dans ce texte, V designe toujours une variete compacte et orientee de dimension 3 
et chaque structure de contact ^ qu'on considere sur V est directe et (co-) orientee. En 
d'autres termes, il existe sur V une 1-forme a - unique a multiplication pres par une 
fonction positive - dont ^ est le noyau cooriente et dont le produit avec da est partout 
un element de volume positif relativement a I'orientation de V. 

Sur une variete close, les structures de contact forment au plus une infinite denombra- 
ble de classes d'isotopie. Cela decoule du theoreme de Gray qui montre qu'elles sont 
stables dans la topologie : si ^s, s G [0,1], est un chemin de structures de contact 
sur une variete close V, il existe une isotopie 0^ de V partant de I'identite (0o = id) 
et verifiant (ps*^o = pour tout s - en dimension 3, on dispose meme d'un resultat 
beaucoup plus fort de stabilite C° |Go2j . Un autre fait important est qu'une variete de 
contact close (V,^) possede un grand nombre d'isotopies de contact. Plus explicitement, 
la projection TV TV/C, met en bijection les champs de vecteurs sur V qui preservent ^ 
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et les sections du fibre quotient TV/C, — ^ V. Autrement dit, si ^ est le noyau d'une forme 
de contact a, toute fonction lisse u: V ^ M. determine un unique cliamp de vecteurs VqM 
qui conserve ^ et sur lequel a vaut u. Le probleme du prolongement des isotopies - ou des 
cliamps de vecteurs - de contact se ramene en particulier a un probleme de prolongement 
de fonctions. 

Un disque vrille D dans une variete de contact (V^,^) est un disque plonge dans V 
et dont le plan tangent TpD, en chaque point p du bord dD, coincide avec le plan de 
contact ^p. La structure de contact ^ est dite vrillee ou tendue selon qu'un disque vrille 
existe ou non a I'interieur de V . Cette dichotomic a deux raisons d'etre majeures. En 
premier lieu, un theoreme de Y. Eliashberg |Ellj etablit la classification isotopique des 
structures de contact vrillees sur toute variete close : chaque classe d'homotopie de champs 
de plans tangents contient une et une seule classe d'isotopie de structures de contact 
vrillees. D 'autre part, les disques vrilles s'interpretent comme des cycles evanescents. Plus 
precisement, Y. Eliashberg et W. Thurston ont propose dans jET] la definition suivante : 
un cycle evanescent pour un champ de plans quelconque C est un disque plonge D qui 
est partout tangent a C le long de son bord mais n'est pas isotope a un disque integral 
de C relativement a dD. Avec ce langage, une structure de contact (resp. un feuilletage) 
sans cycles evanescents est une structure de contact tendue (resp. un feuilletage sans 
composantes de Reeb : theoreme de Novikov). 

La classification des structures de contact tendues n'est connue que sur peu de varietes, 
essentiellement celles que des decoupages successifs le long de tores et d'anneaux ramenent 
a des boules. Sur la boule, un theoreme de Y. Eliashberg |E12j affirme qu'il n'y a essen- 
tiellement qu'une structure tendue. 

Theoreme 1.1. Des structures de contact tendues sur la boule qui impriment sur le 
bord le mime champ de droites singulier (ou, autrement dit, le meme feuilletage ca- 
racteristique : voir plus loin) sont isotopes relativement au bord. 

Dans la suite, une variete close et orientee V de dimension 3 etant donnee, SCTiV) 
designe I'espace de ses structures de contact tendues et on dit qu'un sous-ensemble X de 
SCTiy) est complet s'il represente toutes les classes d'isotopie, c'est-a-dire s'il possede 
(au moins) un point dans chaque composante connexe de SCTiV). 

1.2 Surfaces convexes 

La theorie des surfaces convexes |Gilj fournit, pour les varietes de contact, des tech- 
niques de decoupage et de collage le long de surfaces. On pent brievement la resumer 
ainsi : au voisinage d'une surface generique, la geometric d'une structure de contact est 
entierement inscrite dans une multi-courbe tracee sur la surface. 

Toute surface S plongee dans une variete de contact (V,0 herite d'un feuilletage 
caracteristique note ^S' et engendre par le champ singulier de droites ^P\TS. Ce feuilletage 
determine totalement le germe de ^ le long de S", a isotopie de V preservant S" et ^S* pres. 
Lorsque ^ et S" sont orientees, Test aussi. Concretement, si ^ est le noyau de a et si u; 
est une forme d'aire sur S, le feuilletage ^ S est constitue des courbes integrales orientees 
du champ de vecteurs rj dont le produit interieur avec uj est egal a la 1-forme induite 
par a sur 5*. Une singularite de est un point de tangence entre ,^ et 5 et a done un 
signe : elle est positive ou negative selon que les orientations de ^ et S* coincident ou 
non. Ce signe est egalement celui de la divergence de rj. Les singularites de sont aussi 



appelees points complexes de S. Un point complexe est dit elliptique (resp. hyperholique) 
si c'est une singularite isolee de qui est de type foyer (resp. selle), c'est-a-dire d'indice 1 
(resp. —1). 

Soit 5" une surface compacte, orientee, plongee dans (V^, ^t a bord vide ou legendrien 
- une courbe legendrienne est une courbe partout tangente a ^. On dit que S est ^-convexe 
si elle a un epaississement 

U = SxRdS = Sx{0} 

dans lequel Taction de M par translations (action engendree par le champ de vecteurs dt, 
t G M) preserve C,- Un tel epaississement U est dit homogene. 

Une surface ^-convexe possede non seulement un epaississement homogene mais tout 
un « systeme fondamental » de tels voisinages. En d'autres termes, tout voisinage de S 
contient un voisinage homogene de S. En effet, si z/ est la section de TV/^ associee au 
champ de vecteurs dt dans un epaississement homogene U = S x M., le fait que dS soit 
legendrien assure que le champ de vecteurs de contact associe a toute section du type fu, 
oil / est une fonction qui ne depend que de t, reste tangent a dU = dS x M. En effet, 
pour ^ = kera et v = a(z/), si on cherche le champ de contact Vaifv) (defini dans la 
section 1.1) sous la forme Va(/f) = + Xq, avec Xq G ^, cela resulte de la formule 

ixoda\^ = -vdf\^. 

La ^-convexite est ainsi une propriete locale qui, pour pen que S ne touche pas dV, 
se lit directement sur le feuilletage caracteristique comme explique ci-dessous. 

On considere sur S un feuilletage singulier a - famille des courbes integrales orientees 
d'un champ de vecteurs - et une multi-courbe T - union finie de courbes fermees, simples 
et disjointes. On dit que T est une courbe de decoupage de a (oii decoupe a) si a est 
transversal a F et est porte par un champ de vecteurs qui, sur chaque composante de 
5* \ r, ou bien dilate I'aire et sort le long de F, ou bien contracte I'aire et rentre le long 
de F. Une telle courbe, si elle existe et si a est tangent a dS, est unique a isotopie pres 
parmi les courbes de decoupage. 

Le lemme qui suit est etabli dans [Gilj pour les surfaces closes mais sa demonstration 
s'etend au cas des surfaces a bord legendrien : 

Lemme 1.2. Soit C, une structure de contact sur V et S G IntiV) une surface compacte, 
orientee et a bord legendrien. Pour que S soit ^-convexe, il faut et il suffit que son feuille- 
tage caracteristique soit decoupe par une multi-courbe. De plus, cette condition est 
remplie des que les proprietes suivantes sont satisfaites : 

1. chaque demi-orbite de C,S a pour ensemble limite une singularite ou une orbite 
fermee ; 

2. les orbites fermees de sont toutes hyperboliques ; 

3. aucune orbite (orientee) de C,S ne va d'une singularite negative a une singularite 
positive. 

Remarque 1.3. La derniere des trois proprietes ci-dessus merite un commentaire : une 
orbite de ^S* qui va d'une singularite negative a une singularite positive est un arc legen- 
drien sur S le long duquel ^ effectue globalement autour de S un demi-tour dans le sens 
contraire des aiguilles d'une montre. 



Soit S une surface compacte orientee plongee dans (V, Compte tenu du theoreme de 
M. Peixoto qui affirme qu'un feuilletage singulier de S est generiquement de type Morse- 
Smale (et done possede les proprietes 1, 2 et 3), le lemme UTZl ci-dessus montre |Gilj que, si 
5* est close, on pent la rendre ^-convexe en la perturbant par une isotopie arbitrairement 
C°°-petite. De meme, si S est a bord legendrien et si aucune orbite de ^S' sur dS ne va 
d'une singularite negative vers une singularite positive {i.e. si, entre deux singularites 
consecutives de signes contraires sur dS, le demi-tour que ^ fait autour de 5* s'effectue 
globalement dans le sens des aiguilles d'une montre), on pent aussi la rendre ^-convexe 
en la deplagant par une isotopie relative au bord et arbitrairement C°°-petite. 

Soit maintenant L une courbe legendrienne tracee sur 5". On appelle nombre de 
Thurston- Bennequin de L relatif a S" le nombre d'enroulement tb(L, S) G |Z de ^ autour 
de TS le long de L (si L est fermee, tb(L, S') G Z), qui decompte algebriquement les 
points complexes de S le long de L. On verifie facilement que, quand S est ^-convexe et 
que les points extremes de L sont complexes - si L n'est pas fermee -, 

tb(L,5) = -iCard(Lnr) 

oil r est une multi-courbe qui decoupe C,S. En particulier, chaque composante de dS a 
un invariant de Thurston-Bennequin negatif ou nul. Inversement, si S est une surface 
compacte a bord legendrien et si chaque composante de dS a un nombre de Thurston- 
Bennequin negatif ou nul, une isotopie arbitrairement C°-petite, relative au bord et a 
support dans un voisinage aussi petit qu'on veut de dS, permet de perturber S en une 
surface dont aucune orbite du feuilletage caracteristique sur le bord ne lie une singularite 
negative a une singularite positive. Une isotopie arbitrairement C°°-petite suffit ensuite 
pour obtenir une surface ^-convexe. La condition portant sur le signe des nombres de 
Thurston-Bennequin des composantes de dS est en outre aisee a satisfaire au moyen 
d'une isotopie, dite de stabilisation : pour toute courbe legendrienne L tracee sur S, pour 
tout point p ^ L, pour tout voisinage N{p) de p dans V et pour tout ri G N, il existe une 
isotopie (0t)tg[o,i] de a support dans N{p) telle que 4>i{L) soit une courbe legendrienne 
et tb((/>i(L), 01 (5)) = tb(L, S) - n. 

On suppose desormais que S est ^-convexe. Le choix d'un epaississement homogene 
U = S X M. determine sur S une multi-courbe Vu qui decoupe : elle est formee des 
points de S oh le vecteur c^j, t G M, appartient au plan ^. De plus, toute multi-courbe qui 
decoupe est le decoupage associe a un certain epaisssissement homogene. Le lemme 
ci-dessous |Gil] montre que la multi-courbe Tu concentre en fait toute la geometrie de 
contact de U : 

Lemme 1.4. [Lemme de realisation de feuilletages] Soit S une surface ^-convexe, U un 
epaississement homogene de S etV le decoupage de associe. Les feuilletages singuliers 
de S tangents a dS et decoupes par T constituent un espace contractile. De plus, pour 
tout feuilletage a dans cet espace, il existe un plongement (j): S —>■ U ayant les proprietes 
suivantes : 

1. (j) coincide avec I'inclusion sur dS ; 

2. 0(5*) G U = S X est une surface transversale au champ de vecteurs (9f, t G M ; 

3. (pj.a est le feuilletage caracteristique de (f){S). 

On note que, vu la propriete 2, U est un epaississement homogene de 4>{S) et que le 
decoupage associe est I'intersection de (f){S) avec le cylindre F x M. En outre, (p est isotope 
a I'inclusion parmi les plongements S ^ U satisfaisant les conditions 1) et 2). 
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Un coroUaire direct du lemme ci-dessus est le resultat suivant [Gilt exemple II. 3. 7] : 

Lemme 1.5. [Lemme de realisation legendrienne] Soit S une surface ^-convexe, U un de 
ses epaississements homogenes, T la multi-courbe de decoupage de C,S associe et C une 
multi-courbe sur S transversale dT et telle que chaque composante de S\C rencontre T. 
II existe un plongement (p: S ^ U ay ant les proprietes suivantes : 

1. (j) coincide avec I 'inclusion sur dS ; 

2. (f){S) G U = S X est une surface transversale au champ de vecteurs t G M ; 

3. (f){C) est legendrienne et son nombre de Thurston- B ennequin th{(f){C),(f){S)) vaut 
-|Card(Cnr). 

1.3 Rocades legendriennes 

Dans I'exploration d'une variete de contact (V,^), les rocades {bypasses) |Holj servent 
a pousser I'investigation geometrique au-dela des domaines homogenes et a analyser les 
changements (chirurgies) elementaires que subit le decoupage d'une surface ^-convexe 
quand on deforme celle-ci par une grande isotopie. EUes jouent ainsi, en topologie de 
contact, un role comparable a celui des disques de Whitney en topologie differentielle. 

Une rocade {legendrienne) est un demi-disque H plonge dans {V,^) et ayant les pro- 
prietes suivantes : 

- le bord de H est legendrien et H est ,^-convexe - en particulier, les plans TpH et 
coincident en chaque coin p de H ; 

- I'enroulement de ^ autour de TH vaut — 1 le long d'un des deux arcs de dH, arc 
qu'on note d-H, et le long de I'autre, qu'on note dnH - I'invariant de Thurston- 
Bennequin de dH est done egal a — 1 et le decoupage de se reduit a un arc dont 
les deux extremites se trouvent sur d^H. 

Une rocade materialise ainsi une isotopie entre deux arcs legendriens reliant les memes 
points, d-H et dnH, le second arc etant « plus court » que le premier au sens oil la valeur 
absolue de I'enroulement de y est moindre. 

Le lemme ci-dessous est un cas particulier du lemme de realisation legendrienne II. 5[ 
II permet de denicher une rocade a chaque fois qu'une surface ^-convexe S presente, dans 
son decoupage F, un arc propre parallele au bord (on dit aussi d-parallele), c'est-a-dire 
bordant avec un arc de dS un demi-disque Hq dont I'interieur est disjoint de F. 

Lemme 1.6. Soit S une surface ^-convexe a bord legendrien lisse, U un epaississement 
homogene de S et V le decoupage de associe. On suppose d'une part que, si S est 
un disque, F n'est pas connexe et d' autre part que I' adherence d'une des composantes 
connexes de S\T est un demi-disque D dont un des arcs du bord est dans dS et I'autre 
dans F. On note H un demi-disque voisinage de D dans S dont un arc du bord est dans 
dS et dont I 'intersection avec F se reduit a I' arc D r\T . II existe alors un plongement 
(p: S ^ U ayant les proprietes suivantes : 

1. (j) coincide avec I'inclusion sur OS ; 

2. (^{S) G U = S X est une surface transversale au champ de vecteurs t G M ; 

3. 0(F) est I'intersection de (^{S) avec le cylindre F x M c f/ ; 
4- (t>{H) est une rocade legendrienne. 



On decrit maintenant I'attachement d'une rocade sur une surface ^-convexe et son 
effet sur le decoupage de celle-ci |Holj . 

Soit S (ZV une surface ^-convexe et H une rocade attachee a S, c'est-a-dire verifiant 
les proprietes suivantes : 

- H s'appuie transversalement sur S le long de d-H et ne touche S nuUe part ailleurs ; 

- il existe un decoupage F de S* qui passe par les extremites de d_H (et automati- 
quement par le milieu de d^H). 

On oriente S de fagon que H soit du cote positif et on note le e-voisinage de H prive 
de ce qui deborde du cote negatif de S. Alors, pour e > assez petit, il existe sur V un 
champ de vecteurs de contact qui est transversal a la surface (lisse par morceaux) 

Adh{{SUdN,)\{SnN,)) 

et rentrant dans le quadrant exterieur a A^^^ |Holj . On pent done lisser cette surface 
transversalement audit champ de vecteurs pour obtenir une surface ,^-convexe S'. II existe 
clairement une isotopie de a S" et, si on I'utilise pour identifier I'une a I'autre ces 
surfaces, on pent decrire comme suit (a isotopie pres) le decoupage T' de S' en fonction 
du decoupage F de S" et de la base d^H de H. On prend sur S un carre R = [—1, 1] x [—1, 1] 
(les coordonnees etant compatibles avec I'orientation) qui contient d^H = [—1, 1] x {0} 
et rencontre F selon les trois segments {—1,0, 1} x [—1, 1]. La multi-courbe F' s'obtient 
a partir de F en retirant les segments 

{-l}x[0,l], {0}x[-l,l] et {l}x[-l,0] 

et en les remplagant par 

[-1,0] x{l}, [-1,1] x{0} et [0,l]x{-l}. 

On nomme cette operation chirurgie de F le long de d-H. Dit autrement, si on regarde 
plutot le complementaire du decoupage comme un coloriage de la surface en deux couleurs, 
le passage de S" a S" consiste a faire tourner, dans le carre R, le coloriage d'un angle 7i/2 
sans le changer en dehors. 

1.4 Modification de Lutz 

La modification de Lutz, definie ci-apres, est une operation qui consiste a changer une 
structure de contact au voisinage d'un tore transversal. 

Soit C, une structure de contact sur et T un tore plonge dans V transversalement 
a ^. On note 

W = Tx [-1,1] dT = Tx {0} 

un voisinage tubulaire compact de T dont les fibres sont des arcs legendriens dans (V, C,) 
et on parametre T par M^Z^. Ainsi, la structure de contact ^ admet dans W une equation 
du type 

cos 6{x, t) dxi — sin 6{x, t) dx2 = 0, (x, t) G R^Z^ X [-1, 1], 

oil la fonction 6: x [—1, 1] verifie dt9 > en tout point. 

Pour tout entier n > 0, soit p„: [—1, 1] ^ = ]R/27rZ la projection d'une fonction 
(faiblement) croissante [—1,1] IR qui vaut pres de —1 et ravr pres de 1. La structure 
de contact definie sur W par I'equation 

cos(^(x, t) + pnit)) dxi - sm{e{x, t) + p„(t)) dx2 = 0, (x, t) E M^Z^ x [-1, 1], 
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coincide avec ^ pres de T x {—1} et avec (—1)"^ pres de T x {1}. On pent done la 
prolonger par ^ en dehors de W pour obtenir une structure de contact ^„ sur V mais 
celle-ci n'est orientable que si n est pair ou si T separe V. Par convention, on prend alors 
sur I'orientation qui epouse celle de ^ pres de T x {1}. On dit que ^„ est obtenue a 
partir de C, par une modification de Lutz de coefficient | le long de T. 

Des calculs simples montrent que la classe d'isotopie de ^„ ne depend que de n (et 
pas du choix de W ou de p„) tandis que sa classe d'homotopie dans I'espace des champs 
de plans tangents est seulement fonction de la parite de n et est notamment egale a celle 
de ^ quand n est pair. 

Les deux exemples suivants permettent d'eclairer le role joue par les modifications de 
Lutz. 

- Une modification de Lutz le long d'un tore compressible dont le feuilletage ca- 
racteristique est une suspension (ou plus generalement pour lequel le champ de 
droites trace par ^ sur T est homotope a un champ constant dans la trivialisation 
habituelle de T = M^Z^) donne toujours une structure de contact vrillee. 

- Soit T un tore dont le feuilletage caracteristique est la reunion de deux compo- 
santes de Reeb qui pointent dans la meme direction (en particulier le champ de ses 
tangentes n'est pas homotope a un champ de droites constant). Une modification 
de Lutz de coefficient 1 le long de T donne une structure de contact conjuguee a la 
structure initiale ^ par un twist de Dehn, et done isotope a ^ quand le tore est com- 
pressible. Pour s'en convaincre, il suffit de constater que faire pivoter les tangentes a 

d'un angle 9 conduit a un champ de droites dont le feuilletage integral se deduit 
de par une isotopie qui deplace les orbites periodiques. Lorsque 9 varie entre 
et 27r, les positions successives prises par une orbite periodique 7 de C,T forment un 
feuilletage de T. 

1.5 Surfaces branchees 

Soit Go, Gi, G2 les graphes respectifs dans = x M des fonctions /o, /i, /2 definies 
sur par 

/o(x, y) = 0, /i(x, y) = \ ° si x > 0, ^^^^^ ^ -fi{y, x). 

I^e^/'' SI X <0, 

On note X I'intersection de G'oUGiUG2 avec le demi-espace {x > —!}■ Un homeomorphisme 
d'un ouvert f/ de X sur un autre est dit lisse si sa restriction a chaque intersection UnGi, 
< ? < 2, est lisse comme application a valeurs dans M^. 

Une surface branchee est un espace topologique X separe, de type denombrable et 
localement modele sur X par des cartes - c'est-a-dire dont chaque point possede un 
voisinage homeomorphe a un ouvert de X - avec des changements de cartes lisses. On 
nomme 

- bord de X I'ensemble dX des points que les cartes appliquent dans I'intersection 
X n {x = — 1} — cet ensemble est un graphe dote d'une tangente en tout point, 
autrement dit un reseau ferroviaire ; 

- point triple tout point de X que les cartes envoient sur (0, 0, 0) ; 

- point double tout point de X que les cartes appliquent dans X fl {xy = 0} sur un 
point autre que (0, 0, 0) ; 

- point regulier tout point de X qui n'est ni double ni triple. 

1 n 



Cette definition engendre une notion naturelle d'applications lisses d'une surface brancliee 
dans une autre ou entre une surface branchee et une variete, d'oii (par exemple) une notion 
de courbes immergees dans une surface branchee et de surfaces branchees plongees dans 
une variete. 

Les sous-ensembles Xq, Xi et X2 constitues des points respectivement reguliers, 
doubles et triples forment une stratification de X. L'ensemble Xq, qu'on note aussi 
Reg(X), est appele partie reguliere de X et son complementaire 6 = Xi U X2 le lieu 
singulier. Ce lieu est une multi-courbe immergee a points doubles ordinaires (les points 
triples de X). L'ensemble Xi est de plus naturellement cooriente : par convention, son 
cote positif est celui 011 X a un seul feuillet. La direction donnee par cette coorientation 
est nommee direction de hranchement. Enfin, les composantes connexes de l'ensemble 
Xq = Reg(X) sont appelees strates regulieres ou secteurs de Reg(X). 

1.6 Domaines fibres 

Les surfaces branchees apparaissent sou vent, de fagon naturelle, comme des quotients 
de varietes - a bord anguleux - par certains feuilletages de codimension 2. 

A titre de premier exemple, on considere trois copies Pq, Pi et P2 du plan et on 
met sur leur union la relation d'equivalence engendree par les regies suivantes : 

- un point (xci/o) ^ Pq est equivalent a un point {xi,yi) G Pi si et seulement si 
xo = Xi, I/O = Z/i et Xo < ; 

- un point (xo,?/o) ^ Pq est equivalent a un point (x2,y2) ^ P2 si et seulement si 
xo = X2, yo = y2 et yo < 0. 

Le quotient de PqU PiU P2 par cette relation est une surface branchee diffeomorphe a 
I'union Go U Gi U G2 des trois graphes decrits au debut de la partie precedente (voir la 
figure [1]). 



Bord horizontal 




- Bord 
vertical 



Fig. 1 - Surface branchee et domaine fibre. 

Soit M une variete compacte, orientable, a bord anguleux - en fait, ayant des aretes 
lisses mais pas de coins - et munie d'un feuilletage r en intervalles compacts. On dit que 
M est un domaine fibre si dM est I'union de deux surfaces compactes lisses dhM et d^M 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

- dhM est transversale au feuilletage r tandis que d^M est tangente a r ; 

- les surfaces dhM et d^M ont le meme bord - qui est la partie anguleuse de dM - 
et chaque composante S de dyM a sur son bord des points oil M est concave 
(c'est-a-dire modele non pas sur un quart mais sur trois quarts d'espace) ; 
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- chaque feuille de r traverse au plus deux fois d^M. 

Proposition 1.7. Le quotient X = M/t est naturellement une surface branchee sans 
hord dont le lieu singulier est I'image des composantes S de dyM telles que M soit concave 
pres de chaque point de dS . 

Demonstration. Soit tt la projection M ^ X = M/t. Pour tout point p & X situe 
hors de 7r(9^M), on prend comme carte locale une transversale a r. Si p G 7r(9„M) est 
dans I'image d'une seule composante, on a deux cartes locales naturelles qui consistent a 
prendre des transversales a r le long d'une composante du bord ou le long de I'autre. □ 

Lorsque les deux premieres conditions sont realisees, on pent toujours obtenir la 
troisieme, quitte a perturber r dans I'interieur de M. 

On observe que chaque composante connexe de dyM est feuilletee par des intervalles 
compacts transversaux au bord et est done un anneau. 

Des que X a des points triples, il n'existe aucun plongement </> : X — > M qui soit une 
section de la projection vr: M — > X = M/r. On pent cependant trouver des plongements 
(ps'- X —>■ M, s G ]0, 1], transversaux a r qui sont des sections de vr en dehors du s-voisinage 
du lieu singulier et ont la propriete que vro^^ converge vers I'identite uniformement quand 
s tend vers 0. On dit alors souvent, pour s petit, que M est un « voisinage fibre » de 

MX). 

Une surface S C (M, r) est portee par (M, r) si elle est transversale a r. EUe est 
pleinement portee lorsque de surcroit elle rencontre toutes les fibres de r. 

2 Structures de contact et triangulations 

Le but de cette partie est la demonstration du resultat suivant : 

Theoreme 2.1. Soit V une variete close et orientee de dimension 3. // existe dans V 
un n ombre fini de domaines fibres {Mi^Ti) flanques chacun d'une structure de contact Q 
sur V \ Int(Mj) tels que toute structure de contact tendue sur V, a isotopie pres et pour 
un certain i, soit egale a Q hors de Mj et tangente a Ti dans Mj. 

2.1 Triangulations de contact 

Soit V une variete de dimension 3. Ce qu'on appelle triangulation de V, dans la suite, 
est une decomposition simpliciale possedant les proprietes de regularite suivantes : 

- chaque simplexe de dimension 2 (ou moins) est lisse ; 

- chaque simplexe de dimension 3 a, le long de ses aretes mais en dehors des sommets, 
un angle d'ouverture strictement compris entre et vr. 

Si A est une triangulation de V, on note A*, < i < 3, son squelette de dimension i. En 
outre, une isotopie de triangulations est un chemin de triangulations. Une telle isotopie 
At se prolonge en une isotopie ambiante ipt de V qui n'est bien sur pas lisse en general 
mais se compose d'homeomorphismes dont les restrictions a chaque 2-simplexe de Aq sont 
lisses. On ecrira At = iptiAo) pour dire que At est I'image de Aq par ipf 

Toute triangulation lisse - c'est-a-dire dont chaque simplexe est lisse |Wh] - est 
evidemment une triangulation au sens ci-dessus mais on aura besoin ici de triangula- 
tions qui ne sont pas hsses. 

1 o 



Definition 2.2 |Gi6j . Soit {V,C,) une variete de contact de dimension 3. Une triangulation 
de contact de {V,C,) est une triangulation de V verifiant les conditions suivantes (voir la 
definition 12.31 pour la condition de convexite relative) : 

1. les 1-simplexes sont des arcs legendriens ; 

2. les 2-simplexes sont ,^-convexes et relativement ,^-convexes ; 

3. les 3-simplexes sont contenus dans des cartes de DarbouxEl. 

Une telle triangulation n'est pas lisse car les aretes issues d'un sommet p quelconque sont 
toutes tangentes au meme plan, a savoir le plan de contact ^p. 

On appelle nombre de Thurston- Bennequin d'une triangulation de contact A de (V, C.) 
I'entier 

TB(A) = TB(A,0 = -5^tb(aF), 

F 

la sommation se faisant sur tons les 2-simplexes F. Comme th{dF) < — 1 pour tout F 
(d'apres I'inegalite de Bennequin), I'entier TB(A) est positif et au moins egal au nombre 
de 2-simplexes de A. 

Une triangulation de contact A de (V^, ^ sera dite minimale si elle a le plus petit 
nombre de Thurston-Bennequin parmi les triangulations de contact obtenues en deformant 
A par une isotopie a support compact et relative a un voisinage des sommets. 

On explicite maintenant la condition technique de ^-convexite relative qui, en pratique, 
est aussi facile a realiser que la ^-convexite ordinaire : 

Definition 2.3. Soit (V^, variete de contact et A une triangulation de V dont le 

1- squelette est legendrien. Soit G un 3-simplexe, Fq, Fi deux faces de G et a leur arete 
commune. On oriente Fi comme partie de dG et a comme partie de dFi. On dira que Fq 
et Fi sont ^-indisciplinees le long d'un arc (oriente) [p, g] C a si est tangent a Fq en p, 
a Fi en g et n'est un hyperplan d'appui de G en aucun point de ]p, On dit que les 

2- simplexes de A sont relativement ^-convexes si aucun 3-simplexe ne possede de faces 
^-indisciplinees le long d'un arc de leur arete commune. 

On rappelle (cf. section II. ip qu'un ensemble X de structures de contact tendues sur 
une variete V close et orientee est dit complet s'il represente toutes les classes d'isotopie 
dans SCT(y). Le point de depart de cette etude est la proposition suivante, variante 
d'un resultat de |Gi6j servant a construire des livres ouverts adaptes aux structures de 
contact : 

Proposition 2.4. Sur toute variete close et orientee V de dimension 3, il existe un 
ensemble complet X de structures de contact tendues et une triangulation A ayant les 
proprietes suivantes : 

1. toutes les structures de contact de X coincident - comme champs de plans non 
orientes - sur un voisinage des sommets de A ; 

2. A est une triangulation de contact minimale de (V,0 pour tout E X . 

^ Cette condition est automatiquement remplie quand la structure de contact ^ est tendue puisque, 
d'apres [E12| . toute boulc munic d'unc structure de contact tendue se plonge dans I'espace de contact 
standard. 

■^Un tel arc ]p, q[ est, en quclque sorte, une orbite de ^ dG qui va d'une singularitc negative a une 
singularite positive (voir la remaraue ll.3p . 
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De plus, on pent choisir A isotope a n'importe quelle triangulation lisse fixee de V. 

Avant de demontrer cette proposition, on traite le cas d'une seule structure de contact : 

Lemme 2.5. Soit (V^C,) une variete de contact de dimension 3. Si la structure ^ est 
tendue, toute triangulation lisse de V est isotope a une triangulation de contact de (V^, 0- 

Demonstration. Soit Aq une triangulation lisse de V . La possibilite de deformer Aq par 
isotopie en une triangulation de contact Ai de (V,^ tient avant tout au fait qu'on pent 
deformer chaque arete de Aq en un arc legendrien par une isotopie relative a ses extremites 
- et arbitrairement C°-petite. II faut toutefois un peu de soin aux sommets pour garantir 
la differentiabilite du prolongement aux 2-simplexes. 

En chaque sommet s, on se donne une projection dug'- TsV — > dont le noyau 
est transversal aux plans tangents des 2-simplexes en s et qui envoie les tangentes aux 
aretes sur des droites distinctes. Sur un voisinage compact convenable N{s), il existe des 
coordonnees {x,y,z) e x [—1, 1] centrees en s dans lesquelles dug est la derivee de la 
projection vr^ : (x, y, z) t-^ (x, et ^ a pour equation dz + x dy — y dx = 0. Par ailleurs, 
pour N{s) assez petit, tt^ induit un plongement sur le 1-squelette et sur chaque 2-simplexe 
de Aq. On deforme Aq dans N{s) comme suit (voir I'exemple 12.61) : 

- les aretes de Ai sont les arcs legendriens sur lesquels les aretes de Aq se projettent ; 

- les faces de Ai sont des graphes au-dessus ou en-dessous de celles de Aq ; 

- les aretes et les faces des triangulations intermediaires A^, pour tout t G [0, 1], sont 
obtenues en prenant I'isotopie barycentrique verticale au temps t entre les aretes et 
les faces de Aq et celles de Ai. 

Moyennant quelques petites precautions dans la mise en place des 2-simplexes de Ai, les 
angles diedraux de ses 3-simplexes dans N{s) sont compris strictement entre et tt en 
dehors de s et il en va alors de meme pour les angles diedraux des 3-simplexes de chaque 
Ai, t G [0, 1]. On a ainsi fabrique les triangulations A^ voulues pres des sommets. 

On choisit ensuite une isotopie Aj du 1-squelette de Aq qui prolonge celle construite 
dans les cartes N{s), est lisse en dehors et aboutit a un graphe legendrien A\. Dans 
V = V \ [J Int(A^(s)), cette isotopie s'etend en une isotopie ambiante lisse ipt engendree 
par un champ qui, sur le bord lateral d\N{s) = (9D^) x [—1, 1] de chacun des voisinages 
N{s) = X [—1, 1], est un multiple du champ d^. Les images 'ipti^o ^ 2-squelette 
ne se recollent pas a priori aux 2-simplexes batis dans N{s) mais les arcs qu'ils tracent 
sur les anneaux d\N{s) sont des graphes au-dessus de ceux traces par les 2-simplexes dans 
N{s) (pour la projection tt^). Une deformation de ipti'^o ^ P^^^ ^es anneaux d\N{s) 
et laissant fixe le 1-squelette A] permet alors de le recoUer aux 2-simplexes de A^ dans 
N{s). On a ainsi modifie Aq, par I'isotopie Af, t G [0, 1], en une triangulation Ai dont 
les 1-simplexes sont des arcs legendriens. De plus, comme ^ est tendue, les 3-simplexes 
sont tons inclus dans des cartes de Darboux. 

Quitte a decroitre le nombre de Thurston-Bennequin du bord des 2-simplexes de Ai 
(par stabihsation), on pent, dans la construction precedente, choisir I'isotopie de graphes 
Aj de sorte que, le long de chaque arete de Ai, I'enroulement de ^ autour d'une face 
quelconque soit negatif ou nul. Ceci permet de deformer Ai, par une isotopie ambiante 
lisse de V relative au 1-squelette et a un voisinage des sommets, pour que ^ ne fasse 
aucun demi-tour inverse par rapport a une face le long d'une arete de son bord. Par le 
meme principe, on elimine tons les arcs d'aretes le long desquels deux faces adjacentes 
sont ,^-indisciplinees. Les 2-simplexes sont alors relativement ^-convexes et on les rend 
,^-convexes par une ultime petite perturbation de Ai - toujours stationnaire sur le 1- 
squelette et un voisinage des sommets. On obtient ainsi une triangulation de contact A2 
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de (V,^) isotope a Aq. Enfin, puisque les triangulations de contact de (V,^) qui sont 
isotopes a A2 relativement a un voisinage des sommets ont un nombre de Thurston- 
Bennequin minore, I'une d'elles est minimale. □ 

Exemple 2.6. Si une face Fq de la triangulation initiale Aq se projette sur le quadrant 
(5 = {x > 0, y > 0} - ce qui est toujours le cas quitte a prendre d'autres coordonnees de 
Darboux la face Fi correspondante dans la triangulation de contact Ai a une equation 
du type z = xyu{x,y) et son point complexe a I'origine est hyperbolique si |u(0,0)| > 1 
et elliptique si |u(0,0)| < 1. On ne pent done pas choisir arbitrairement la nature des 
points complexes que les faces de Ai presentent en leurs sommets (si deux aretes de Aq 
issues de I'origine se projettent par exemple a I'interieur du quadrant Q et se trouvent de 
part et d'autre de Fq, le point complexe de Fi ne pent etre hyperbolique) mais on pent 
faire en sorte qu'ils soient tons elliptiques. 



Demonstration de la proposition 2.J\ Soit ^0 une structure de contact tendue et Aq une 



triangulation de contact minimale de (V^, ^0) (lemme 12751) . Soit = U^('5) un voisinage 
compact du 0-squelette de Aq dont chaque composante connexe est une carte de Darboux 
A^(s) = X [—1,1] autour d'un sommet s. On prend les domaines A^(s) assez petits 
pour que leur intersection avec chaque 2-simplexe de Aq soit un graphe au-dessus de sa 
projection sur et evite x {±1}. Toute structure de contact sur V est isotope a 
une structure ^ qui coincide avec ^0 sur A^. Pour peu que ^ soit tendue, le lemme 12.51 
(ou plus exactement sa preuve) montre que (V,^) possede une triangulation de contact 
(minimale) A isotope a Aq relativement a A^. Par une isotopie lisse de V stationnaire 
sur A^, on deforme Aq en une triangulation Ai = ?/'i(Ao) qui a le meme 1-squelette que A 
et des 2-simplexes tons .^-convexeqj et relativement ,^-convexes (voir la preuve du lemme 
12. 5p . Comme ^ est tendue, Ai est une triangulation de contact minimale de (V^,^). Par 
consequent, Aq est une triangulaton de contact minimale de (^,-010) ce qui etablit la 
proposition. □ 

En pratique, les triangulations de contact minimales s'averent trop rigides. II est 
notamment difficile d'appliquer aux 2-simplexes les lemmes de realisation de feuille- 
tages caracteristiques sans creer d'intersections indesirables entre eux pres des som- 
mets. Pour cette raison, on introduit maintenant une notion de triangulations de contact 
« maniables » pour laquelle on donne une variante de la proposition 12.41 

Definition 2.7. Soit (V,^ une variete de contact de dimension 3. Une triangulation de 
contact A de (V^,^ est dite maniable si chaque simplexe F de dimension 2 ecorne de 
trois triangles aux sommets est un hexagone Hp a bord legendrien et ^-convexe, et si, 
pour toute arete a, I'enroulement de ^ autour de F le long de Tare r(a) = a \ Int(A), 
A = [jp (F \ Hp), est strictement negatif. (Noter que cet arc n'est, en general, qu'un 
morceau d'arete de Hp mais pas une arete entiere.) Dans le 2-squelette de A, I'ensemble 
A = IJ^ [F \ Hp) est un voisinage des sommets qu'on nomme voisinage de securite. 
On dit que A est A-minimale si elle a le plus petit nombre de Thurston-Bennequin 
parmi toutes les triangulations de contact maniables de {V,C,) ayant A pour voisinage 
de securite. Dit autrement en faisant porter la deformation sur ^, la triangulation A est 
A-minimale si pour toute structure C,' isotope a ^ relativement a A et pour laquelle A est 
une triangulation de contact maniable, TB(A,^') > TB(A,^). On note Ap{s) le triangle 



*0n utilise ici le fait que la ^-convexite est une propriete a la fois dense et ouverte. 
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de A inclus dans la face F et contenant le sommet s, et A(s) la reunion des triangles de 
A contenant s. 

Proposition 2.8. Sur toute variete close et orientee V de dimension 3, il existe un 
ensemble complet X de structures de contact tendues et une triangulation A ayant les 
proprietes suivantes : 

- toutes les structures de contact de X coincident - comme champs de plans non 
orientes - sur un voisinage U des sommets de A ; 

- A est, pour tout ^ & X, une triangulation de contact maniable de (V, ^) dont le 
voisinage de securite A est fixe et contenu dans U et qui est A-minimale. 

Demonstration de la proposition \2.S\ Soit une structure de contact tendue et A une 
triangulation de contact de (V,^o) (Is lemme [275] montre qu'il en existe). On reprend les 
notations de la preuve du lemme [2751 Dans cliaque petite boule N{s) centree en un sommet 
s de A, on decroit localement, par une isotopie de stabilisation, le nombre de Thurston- 
Bennequin de chaque arete a issue de s afin que, dans N{s), celui-ci soit strictement 
negatif et que imprime dans N{s) un point singulier sur toute face adjacente a a. 
Dans cette situation, on pent tracer sur chaque face F de sommet s un arc '-fF,s inclus 
dans F fl N{s), tangent a en ses extremites et delimitant un triangle Af{s) dans F. 
Par approximation legendrienne, on est alors en mesure d'effectuer une isotopie de 
a support dans un voisinage de Ufs7^>s et relative au 1-squelette de A pour que 'yF,s 
devienne un arc legendrien d'invariant de Thurston-Bennequin relatif a F inferieur a — 1. 
La reunion des arcs '-fF,s decoupe les aretes de A en un certain nombre d'arcs legendriens. 
Quitte a stabiliser chacun de ces arcs, on se ramene au cas oil, pour toute face F, ils ont 
tons un nombre de Thurston-Bennequin relatif a F inferieur a —1. Une isotopie a support 
dans un voisinage du 1-squelette permet ensuite d'eviter tons les demi-tours inverses le 
long des aretes ainsi que des arcs '~fF,s- On rend alors les faces .^o-convexes et relativement 
^o-convexes a I'aide d'une isotopie relative a A^ et aux arcs '~fF,s- La triangulation A est 
de contact et maniable pour (V^,^o) relativement au voisinage de securite A = IJ^^ Air(s). 

La proposition 12 .41 permet maintenant d'isotoper toute structure ^ sur une structure ^' 
qui coincide avec .^o le long de A et qui a A pour triangulation de contact. Le procede de 
stabilisation fournit une isotopie de ^' relative a A qui donne aux trois cotes de I'hexagone 
Hf inclus dans dF des nombres de Thurston-Bennequin relatifs inferieurs a — L On fait 
meme en sorte que les arcs r{a) = a \ A G a aient un invariant de Thurston-Bennequin 
relatif a toute face adjacente inferieur a — |. La triangulation A est done maniable pour 
^' et a A comme voisinage siir. Comme dans le lemme 12.51 on pent egalement la supposer 
A-minimale. L'ensemble X est constitue du choix d'une structure A-minimale pour A 
dans chaque classe d'isotopie de structures tendues. □ 

Dans toute la suite du texte, on designe par X un systeme complet de structures de 
contact tendues sur V et par A une triangulation de V tels que A soit une triangulation 
de contact maniable et A-minimale pour toute structure & X, on A est un voisinage de 
securite fixe le long duquel toutes les structures de X coincident. 

2.2 Proprietes des triangulations de contact minimales 

On commence par une propriete valable pour toutes les triangulations de contact. 

Lemme 2.9. Si A est une triangulation de contact pour (V,^), pour toute face F G A^, 
aucune composante de la courbe de decoupage Tf{0 n'est un cercle. 
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Demonstration. Cette absence de courbes fermees vaut en fait pour le decoupage de toute 
surface ^-convexe autre qu'une sphere et au voisinage de laquelle ^ est tendue. Or chaque 
3-simplexe de A est inclus dans une carte de Darboux done, a fortiori, ^ est tendue au 
voisinage de F. (Si une composante de F^? etait un cercle, le lemme de realisation de 
feuilletages permettrait de faire apparaitre un disque vrille.) □ 

Soit (V, une variete de contact tendue de dimension 3 munie d'une triangulation de 
contact A maniable et A-minimale, oil A est son voisinage de securite. Pour une arete a 
de A, on rappelle que r(a) = a \ A et que Hp est I'hexagone F \ (IJi<i<3 Int(Ai;'(sj))). 

Soit F une face de A. On dira qu'une composante T de ri^^(^) est extremale si un 
des deux points p de dT appartient a un arc r(a), oil a est une arete de F, ne pent pas 
etre pousse en dehors de r(a) par une isotopie de T parmi les courbes transversales k ^F 
(autrement dit il y a des singularites de entre p et les extremites de r(a)) et est le plus 
proche d'une des extremites de r(a) parmi les points de T^piO ^ ^l*^) l^i possedent ces 
proprietes. En particulier, pour un certain choix de YnpiO^ point de rnr(a) est effec- 
tivement extreme. La multicourbe TupiO contient au plus six composantes extremales. 

Lemme 2.10. Si ^ est une structure de contact tendue sur V et si A est une triangulation 
de contact maniable et A-minimale pour ^, alors toute composante du decoupage Thp^C,) 
parallele a r{a) est extremale. 

Demonstration. On suppose qu'une composante de THpi^) parallele a r(a) n'est pas 
extremale. Ceci signifie en particulier que I'enroulement de ^ le long de r(a) relative- 
ment a F est inferieur a —2. Le lemme de realisation 11.61 permet. par une isotopie de Hp 
relative a un voisinage de dHp \ r(a) et de support inclus dans un petit voisinage ho- 
mogene de Hp, de deformer Hp en une surface Hp qui contient une rocade D s'appuyant 
sur r(a) (c'est-a-dire que d^D C r(a) et Int(9n-D) C Int(if^)). La surface Hp \ D, une 
fois les coins de D lisses, est un hexagone Hp a bord legendrien qui est ^-convexe et iso- 
tope a Hp. Par construction, tb{Hp) = tb{Hp) + 1. L'isotopie entre Hp et Hp se prolonge 
en une isotopie (0t)ie[o,i] de ^ a support dans un voisinage de D et done stationnaire 
sur A. Le 1-squelette de A est legendrien pour ^' = (pl^ et I'arc r(a) possede un nombre 
de Thurston-Bennequin relatif aux faces adjacentes inferieur ou egal a — | (et meme a 
— 1 relativement a F) et strictement superieur a celui donne par ^. Une isotopie de C,' 
relative au 1-squelette de A et a A permet de rendre les faces .^'-convexes et relativement 
.^'-convexes. EUe fait de A une triangulation de contact maniable pour la nouvelle struc- 
ture Ce faisant, on a strictement diminue le nombre de Thurston-Bennequin et done 
A n'etait pas A-minimale pour ^. □ 

Si F est un 2-simplexe de A, un quadrilatere fibre dans F est un quadrilatere [0, 1] x [0, 1] C F 
dont I'intersection avec dF est I'union des deux aretes verticales {0} x [0, 1] et {1} x [0, 1], 
celles-ci se trouvant a I'interieur de deux aretes distinctes de F. Un arc simple et propre 
A C F est porte par un quadrilatere fibre Q s'il est inclus dans Q \ {y = 0,1} et s'il est 
transversal au champ de vecteurs dy. 

Soit (y,^) une variete de contact tendue de dimension 3 et A une triangulation de 
contact de (V,^). Pour toute face F de A, on note Tp le decoupage de ^F associe a un 
epaississement homogene quelconque de F. On appelle piece de F I'adherence de toute 
composante connexe de F \rp et on dit qu'une piece est ordinaire ou extraordinaire 
selon que c'est ou non un quadrilatere fibre. On insiste ici sur le fait qu'on ne fixe pas 
r epaississement homogene une fois pour toutes et qu'on s'autorise done des isotopies de 
Tp parmi les multi-courbes transversales k ^F. 



17 



Corollaire 2.11. Soit X un systeme complet de structures de contact tendues sur V 
et A une triangulation de V qui est maniable et A-minimale pour tout ^ G A", avec un 
voisinage de securite A fixe le long duquel toutes les structures de X coincident. II existe 
Co > tel que, pour tout ^ G A", toute face F de A contienne trois quadrilateres fibres 
Qi,Q2,Q3 deux a deux disjoints, s'appuyant sur des paires d'aretes de F distinctes et 
inclus dans Hp \ A (en particulier, pour i G {1,2,3}, les aretes verticales de Qi sont 
incluses dans IJacAi ^i^))' ^^^^ proprietes suivantes : 

- chaque Qi est une union de pieces ordinaires ; 

- au plus Co pieces du decoupage de ^F ne sont pas incluses dans Qi U (^2 U Qs- 

Demonstration. II decoule du lemme [2.101 que les pieces ordinaires qui n'intersectent pas 
A forment trois quadrilateres fibres « non paralleles ». Vu le lemme I2.9[ restent comme 
pieces au plus six demi-disques extremaux, une piece « centrale », et des pieces qui ren- 
contrent A et dont le nombre est done borne independemment de ^ G A" (voir la fi- 
gure E]). □ 



Qi Q2 




Fig. 2 - Le decoupage de F et Hp- 



2.3 Prismes fibres 

Soit Y un triangle ou un quadrilatere. Un prisme fibre est un polyedre P = Y x [0, 1] 
dont on ne retient de la structure produit que la projection sur Y. Les faces de P sont dites 
verticales ou horizontales selon qu'elles se trouvent dans dY x [0, 1] ou dans Y x {0, 1}. 

Soit A une triangulation de V. Un prisme fibre dans {V, A) est un plongement d'un 
prisme fibre P dans V avec les proprietes suivantes : 

- P est contenu dans un 3-simplexe C de A et son intersection avec dG est I'union 
de ses faces verticales ; 

- chaque face verticale de P est un quadrilatere fibre d'une face de G. 

Un 3-simplexe donne contient au plus cinq prismes fibres deux a deux disjoints et non 
isotopes parmi les prismes fibres. II y a, a isotopie pres parmi les prismes fibres, trois telles 
families de cinq prismes fibres : chacune d'elle possede quatre prismes a base triangulaire, 
situes pres des sommets, et un prisme de base quadrilaterale, situe en diagonale. 
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Une configuration de prismes fibres dans (V, A) est la donnee d'une collection de 
prismes fibres P = {Pi)i<i<k de {V,A) qui intersecte chaque 3-simplexe de A en une 
sous-famille de I'une des trois families maximales de cinq prismes precedentes et telle que 
I'intersection entre deux prismes Pi 7^ Pj de P donne soit un quadrilatere fibre (avec 
concordance des fibrations donnees de part et d'autre), soit un arc d'interieur non vide 
inclus dans une arete de A, soit I'ensemble vide. Dans le premier cas, les prismes Pi et 
Pj sont contenus dans des 3-simplexes qui ont une face en commun et dans le deuxieme 
cas, dans des 3-simplexes qui ont une arete commune. 

Lemme 2.12. Toute variete triangulee (V, A) possede un n ombre fini de configurations 
de prismes fibres, a isotopie pres parmi les configurations de prismes fibres. 

Une configuration de prismes fibres P est dite admissible pour ^ ^ X si les faces ver- 
ticals des prismes de la famille P sont des unions de pieces ordinaires qui ne rencontrent 
pas A. Pour ^ G A", on note Pa,^ I'ensemble des configurations de prismes fibres admis- 
sibles pour ^. On munit les classes d'isotopies de prismes fibres dans Pa,^ d'une relation 
d'ordre partiel : si P, Q G Pa,^ representent des classes d'isotopies [P] et [Q], on dit que 
[P] ^ [Q] s'il existe une isotopie de P dans Pa,^ en P' C Q. 

Lemme 2.13. Pour ^ G A" fixee, les classes d'isotopie de Pa,^ sont en nombre fini. 

Demonstration. II suffit d'observer qu'un element de Pa,^ est determine, a isotopie pres 
dans Pa,^; par la classe d'isotopie de ses aretes horizontales parmi les arcs transversaux 
aux feuilletages caracteristiques des faces. Or toute arete horizontale incluse dans une face 
F est isotope a une composante de rj?(^), ce qui donne un nombre fini de classes d'isotopie 
possibles pour chaque arete horizontale, mais egalement pour leur collection. □ 

Les sous-sections suivantes sont consacrees a la demonstration du lemme fondamental 
ci-dessous : 

Lemme 2.14. Soit X un ensemble complet de structures de contact tendues sur V et A 
une triangulation de V qui est maniable et A-minimale pour toutC, G X , avec un voisinage 
de securite A fixe le long duquel toutes les structures de X coincident. II existe Ci > tel 
que pour tout C, G X , et pour tout element P = {Pi)i<i<n de Pa.^ dont la classe d'isotopie 
est maximale, au plus Ci pieces des faces de A ne sont pas incluses dans Int(lJ-^^.<^ Pj). 

Remarque 2.15. Quitte a considerer des sous- families de prismes P des elements maxi- 
maux de Pa,^ et a augmenter la valeur de Ci, on pent egalement assurer que chaque face 
verticale des prismes de P contient au moins 20 pieces (ordinaires). 

2.3.1 Une premiere normalisation des faces 

Pour toute arete a de A, on note s(a) = [jp^Sa fl Hp). 

Lemme 2.16. Quitte, pour tout ^ & X , a effectuer une isotopie de C,, on peut supposer 
que, si E X : 

1. A est une triangulation de contact maniable et A-minimale pour ^ ; 

2. pour toute arete a G A^ , il existe un germe de feuilletage Ta au voisinage de s{a) 
par des arcs paralleles a s{a), s{a) etant une feuille, qui est tangent au germe des 
faces adjacentes a s{a) et qui est legendrien pour tout ^ G A" ; 
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3. pour toute face F et pour toute piece ordinaire R incluse dans F\K, 

^\r = {sin 9dx + cos 6dy = 0} 

sz i? ^ {y = 0} C {{x,y,6) e [0,1] X [-1,1] X [-7r/2, 7r/2]}. En particulier, le 
feuilletage caracteristique de R possede une courbe de singularites {|/ = 0, ^ = 0} 
portee par R. 

Demonstration. La deuxieme condition n'est a priori pas realisee dans le voisinage de 
securite A. Pour demontrer ce lemme, on reprend la demonstration de la proposition 12.81 
dans laquelle on exige une propriete supplementaire pour la structure .^o '■ on deforme 
.^0 par isotopie a I'aide du lemme de Darboux pour obtenir le point 2. C'est possible 
sans stabilisation supplementaire puisque tons les enroulements relatifs aux faces sont 
negatifs. On deroule la preuve de la proposition 12.81 pour cette structure .^o; dont on 
deduit la construction d'un systeme complet X convenable. Pour une structure ^ & X 
quelconque, on a alors 2 au voisinage de s(a) fl A oii ^ = ^o- Le lemme de Darboux, 
applique k ^ E X a.u voisinage d'une arete a relativement a ce qui a deja ete fait au 
voisinage de A, fournit une isotopie de ^ stationnaire sur A qui conduit a une structure, 
notee a nouveau ^, qui possede egalement un feuilletage legendrien par des arcs paralleles 
a s(a) et tangent aux faces pres de s(a). 

Pour obtenir un germe de feuilletage legendrien independant de ^ E X, on se sert du 
fait que le nombre de Thurston-Bennequin relatif a toute face F contenant a le long de 
r(a) est inferieur a — |, ce pour tout ^ E X. Precisement, sur un voisinage de s(a), ^ 
est solution d'une equation cos foix, y, 6)dx — sin /o(a;, y, 6)dy = dans des coordonnees 
[x, y, 9) E D'^x [0, 1], s(a) = {x = y = 0}, donnees par un plongement (po : D'^x [0, 1] — 
et pour lesquelles les faces sont c^e-invariantes. On deforme le feuilletage legendrien dirige 
par de sur un petit voisinage de s{a) dans K relativement a dK tout en preservant les 
faces, pour le faire coincider avec le feuilletage donne par tout pres de s{a). On obtient 
ainsi une isotopie {(j)t)te[o,i] de (f)o pour laquelle (pudg est tangent a pres de s{a) et 
(j^tldK = (l>o\dK pour tout t G [0, 1]. A chaque instant t E [0, 1], la structure 0*^ est donnee 
pres de x {0,1} par une equation cos ft(x,y,i)dx — sin ft{x,y,i)dy = 0, i = 0, 1, 
oil ft depend continiiment de t G [0,1]. Le fait que I'enroulement de ^ le long de s{a) 
par rapport a une face quelconque d'arete a soit inferieur a — | implique que pour tout 
t E [0,1], ft{x,y,l) > ft{x,y,0). On pent done etendre ft en une famille continue de 
fonctions sur x [0, 1] constamment egale a / pres du bord avec la propriete deft > 0. 
L'equation cos ft{x,y, 9) dx — sin ft{x,y, 9) dy = definit une structure de contact sur 

X [0,1], dont I'image par (pt se recoUe a ^ hors de K pour former un chemin de 
structures de contact entre ^ et une structure ^' tangente au meme feuilletage legendrien 
que ^0 pres des aretes. Le theoreme de Gray convertit ce chemin en une isotopie de V 
stationnaire sur {V \ K) U A^. 

On obtient 3 relativement a la deformation deja effectuee pres des aretes a I'aide du 
lemme de realisation de feuilletages. □ 

Dans la suite, le systeme X qu'on considere possede, en plus des precedentes, les 
proprietes explicitees dans les conclusions du lemme 12.161 

2.3.2 Holonomie 

Soit G un 3-simplexe dans une variete de contact (V,0- U'^ ^^"^ legendrien de classe 
par morceaux 71 : [0, 1] dG qui evite les sommets de G est dit etal si le champ 
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de plans ^ est un plan d'appui a dG le long de 71. Precisement, 71 intersecte I'interieur 
de chaque face le long d'une ligne singuliere de son feuilletage caracteristique et, le long 
d'une arete, ^ est a r« exterieur » de G. 

Une courbe d'holonomie est une courbe legendrienne 7 dans dG constituee de la 
concatenation de deux arcs 71 et 72, ou 71 est etal et 72 inclus dans une arete de G. 
On appelle champ de plans median de G le long de 72, tout champ de plans tangent 
a 72 qui rencontre I'interieur du secteur de T^j^ delimite par G, c'est-a-dire qui n'est 
un plan d'appui en aucun point de 72. U holonomie Hol{^) d'une courbe d'holonomie 7 
est un entier dont la valeur absolue est egale a celle du nombre de Thurston-Bennequin 
de ^ le long de 72, calcule relativement a un champ de plans median quelconque de G 
donne le long de 72. La valeur absolue de I'holonomie est done la moitie du nombre de 
points de 72, comptes algebriquement, oil ^ est egal au plan median. II est positif si 72 
est oriente comme le bord de la face qui contient 71 pres de 71 (0) et negatif sinon. La 
figure [3] montre un exemple de courbe d'holonomie —1. Sur cette figure, lorsqu'on change 
le sens de parcours de 7, on change egalement la face servant a etalonner I'orientation de 
72 et le signe de Hol{'y) ne varie pas. C'est toujours le cas lorsque 71 aborde 72 par deux 
faces differentes. 
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Fig. 3 - Courbe d'holonomie — 1. 



Lemme 2.17. Soit & X et G un 3-simplexe de A. Toute courbe d'holonomie 7 pour ^ 
incluse dans dG \ A a une holonomie egale a —1. 

Remarque 2.18. Si 7 = 71 U 72 est une courbe d'holonomie pour laquelle 71 aborde 72 des 
deux bouts par la meme face, et si 7 est 7 orientee en sens inverse, alors Hol{^) = —Hol{^i). 
En particulier ce cas de figure est exclus par le lemme 12.171 

Demonstration. Comme ^ est tendue, I'inegalite de Bennequin appliquee a 7 dit que 
Holi^j) 7^ 0. On suppose que Hol{pf) 7^ —1. La courbe 7 se decompose par definition en 
la reunion de deux arcs ,^-legendriens 71 et 72, 011 71 est etal et 72 est inclus dans un 
certain r(a), a G A^. Comme 71 est etal, on pent le pousser sur un arc legendrien lisse 
7^ situe a I'interieur de G et s'appuyant sur 972, via une famille d'arcs legendriens. En 
particulier, la courbe fermee 7^^ U 72 borde un demi-disque D avec Int(D) C Int(G'). Le 
nombre de Thurston-Bennequin de 72 relatif a D vaut —\Hol{'^)\ si 71 aborde les deux 
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bouts de 72 par le meme cote, et sinon —\Hol{j) \ + | lorsque Holipf) < et —\Hol{'^) \ — | 
lorsque Holi^) > 0. En effet, cet enroulement est le meme que celui de ^ le long de 72, 
calcule par rapport a un champ de plans qui est median de G le long de Int(72) et egal 
a ^ (i.e. tangent a une face de G) aux points de ^72. Selon les cas, un tel champ de 
plans a un enroulement 0, — |, 011 | par rapport a un champ de plans median. De la 
meme fagon, comme 71 est etal, I'invariant de Thurston-Bennequin de 7^ relatif a D vaut 
respectivement 0, — ^ et | dans les trois cas enumeres ci-dessus. Dans toutes les situations, 
puisque Hol{'y) 7^ —1, on a tb^'j'i, D) > t6(72, D) + 1. On stabilise 7J pour obtenir un arc 
7^', tel que tb{'j'[, D') = ^6(72, D') + 1 {si D' C G designe I'image de D par I'isotopie de 
stabilisation). Le disque D' va jouer le role de rocade. 

L'isotopie qui consiste a pousser 72 sur 7^' le long de D' pent etre realisee relativement 
a A. Appliquee a ^ elle fait de A une triangulation de contact pour son image C,' (apres 
deformations habituelles pres des faces), avec un nombre de Thurston-Bennequin stricte- 
ment moindre que celui de ^. On constate de plus facilement que comme if 0/(7) 7^ —1, 
pour toute face F de A et toute arete a de F, le nombre de Thurston-Bennequin le long 
de r(a) relatif a F reste inferieur a — |. Cette triangulation est done maniable pour ^' et 
on obtient une contradiction avec la A-minimalite de A. □ 

2.3.3 Demonstration du lemme 12.141 

Soit G un 3-simplexe de A. On note si, S2, S3 et S4 les sommets de G. La notation 
[siSj] designe I'arete de G qui joint les sommets Si et sj. On note (siSjSk) la face de G 
qui contient les sommets Sj, Sj et Sk- 

Un paquet est une union de pieces ordinaires contenues dans une meme face qui forme 
un quadrilatere fibre (connexe). U epaisseur d'un paquet est le nombre de pieces qui le 
constituent. 

Soit ^ e A* et P = {Pi)i<i<n £ Pa,^ une configuration de prismes admissible maxi- 
male. Les fonctions /j : M — *• M qui apparaissent dans la suite sont affines, de derivees 
strictement positives et independantes de P) G A" x Pa,5- On raisonne par I'absurde 
en supposant que ^ 1 pieces ne sont pas incluses dans Int([J^<-<„ Pi). Parmi celles-ci 
au moins A^i = fi{N) pieces se trouvent dans une meme face F de A. Le coroUaire 12.111 
nous dit alors qu'au moins N2 = f2{Ni) pieces ordinaires sont situees dans un meme 
hexagone Hp \ A ; leur union formant un paquet Qi (d'epaisseur A^2), lui-meme contenu 
dans Hp \ IntG((|Jj^<j<^ P,) fl G) pour un des deux simplexes G de A contenant F. C'est- 
a-dire que Qi ne rencontre pas la reunion Pq des prismes de P inclus dans G. Soit Si, S2 
et S3 les sommets de F et S4 le quatrieme sommet de G. Pour fixer les idees, disons que 
le paquet Qi joint [S1S2] a [S1S3]. Au moins A'2 — 1 composantes de r(sj<j3<j^)(^) partent de 
[S1S3] nQi, dont au moins N3 = /3(A^2) restent dans H(^sisas4) \ A et ne sont pas paralleles 
a une arete (corollaire 12.111) . 

Cas 1. Parmi celles-ci, au moins la moitie A4 = f^iN^) vont vers [S1S4] et delimitent 
un paquet Q2 d'epaisseur A4 — 1. Comme toutes ont une extremite dans [S1S3] fl Qi, Q2 
ne rencontre pas Pq- On distingue a present deux cas (figure Sj) : 

Cas la. Au moins 11 (pour etre tranquille) composantes de Th^^_^^^^^^{0 issues de 
Q2 n [S1S4] reviennent vers r([siS2]). On en deduit I'existence d'un paquet Q3 d'epaisseur 
au moins 10 entre [S1S4] fl Q2 et [S1S2] qui ne rencontre pas Pq U A. 

Lemme 2.19. // existe un prisme fibre P' dont le bord vertical est inclus dans Qiy^Q2^Qz 
et est une union de pieces ordinaires. De plus, ce prisme ne rencontre pas Pg U A. 
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Demonstration. II s'agit de construire les faces verticales de P'. On ordonne les pieces 
contenues dans Q3, de un a dix. Chaque piece porte une courbe legendrienne singuliere, 
numerotee comme la piece dont elle fait partie. On part de la cinquieme courbe singuliere 
de ^Qs, notee C3. L'extremite de celle-ci dans [S1S4] est encadree par les extremites de 
2 courbes singulieres de C,Q2- On note C2, celle dont Fextremite est situee juste apres 
dc3 n [S1S4], pour I'orientation de [sis^] donnee comme bord de la face (S1S2S4). En parti- 
culier, la portion d'arete de [sis^] situee entre C3 et C2 n'est pas un arc etal. L'extremite 
de C2 dans [sis-s] est encadree par les extremites de deux courbes singulieres de C,Qi. A 
nouveau, on note ci celle dont l'extremite est situee apres dc2 H [sis^] pour I'orientation 
de [S1S3] induite par celle de la face (S1S3S4). Comme I'holonomie de toute courbe d'holo- 
nomie vaut —1, l'extremite Ci fl [S1S2] est voisine de celle de C3, comme sur la figure O (ce 
qui ne serait pas le cas si on avait choisit Ci, C2 et C3 pour construire un arc etal). Soit Ui, 
U2 et U3 des petits voisinages tubulaires de Ci, C2 et C3 dans respectivement Qi, Q2 et Q3. 
On note de plus V^i, ^ et V3 des voisinages, dans dG, des arcs delimites dans les aretes 
[S1S3], [S1S4] et [S1S2] par IJi<j<3(^Ci). Les faces verticales recherchees sont obtenues par 
un lissage de 

f/i U t/2 U f/3 U U ^2 U V3. 

Elles sont par construction incluses dans Q1UQ2UQ3 et elles ne rencontrent done pas 
P^UA. Ce sont les faces verticales d'un prisme fibre P' inclus dans G qui ne rencontre pas 
Pg U a. Sur la figure [5l les faces verticales de P' sont delimitees par les traits pointilles ; 
les traits pleins representent les lignes singulieres du feuilletage des faces de G. □ 

On deduit facilement de ce lemme que la famille P n'etait pas maximale : si P' n'est 
parallele a aucun prisme de Pq, on ajoute P' k P ; si P' est parallele a un prisme Pi de 
Pg, on remplace Pi par un prisme qui contient P' et Pi et dont le bord horizontal est 
contenu dans dP' U dPi. 

Cas lb. On pent construire un paquet Qs C (S1S2S4) \ A entre [S1S4] fl Q2 et [S2S4] 
d'epaisseur N5 = - 10 - Co = ^(iVs)- 

Dans ce cas, on considere le sous-paquet de Qi d'epaisseur A^4 — 1 contenant toutes les 
pieces issues de Q2 fl [S1S3]. On rebaptise Qi ce nouveau paquet. On pent alors construire 
un paquet Qo C (S1S2S4) \ A d'epaisseur au moins iVg = A^4 — 1 — 10 — Cq = feiN^) entre 
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Fig. 5 - Les faces verticales de P'. 

[S1S2] nQi et [S2S4], sinon on se retrouve dans le cas la) avec un prisme fibre dont le bord 
vertical tourne autour de Si. 

On construit une courbe d'holonomie 7 = 71U72 pour laquelle 71 possede un voisinage 
de ses deux bouts dans la meme face, ce qui donne une contradiction avec le lemme 12.171 
au vu de la remarque l2.18[ L'arc etal 71 est la concatenation de 4 arcs singuliers Cq C Qq, 
ci C Qi, C2 C Q2, C3 C Q3, du feuilletage caracteristique des faces et de 3 portions 
d'aretes qui relient leurs extremites. L'arc 72 qui mesure I'holonomie sera pris dans [S2S4]. 
Pour cela, pour N assez grand, on prend pour C3 un arc singulier du feuilletage de Q3 
qui decoupe Q3 en deux paquets d'epaisseur au moins 20 + Co (pour etre tranquille). Les 
choix des arcs singuliers cq, ci et C2 de meme que celui des trois aretes sont alors imposes 
par la condition d'etre etal. Par la position de C3, on est assure que C2 C Q2 et Ci C Qi. 
De plus, Ci decoupe Qi en deux paquets d'epaisseur au moins 19 + Cq. Comme au plus 
14 + Co composantes de r(siS2S4)(0 (estimation lache) ayant leur extremites dans Qi ne 
sont pas dans Qq, on a bien cq C Qq- C'est l'arc 71 recherche. 

Cas 2. On pent construire un paquet Q2 C (S1S3S4) \ A d'epaisseur N'^ = f'4^{N3) entre 
[S1S3] n Qi et [S3S4]. 

On obtient ensuite un paquet Q3 C (s2S3S4)\A d'epaisseur au moins = f^{N^) entre 
[S3S4] n Q2 et [S2S3], ce qui, pour N assez grand, ramene au cas 1), ou entre [S1S4] fl Q2 
et [S2S4]. A nouveau, le seul cas non traite est celui 011 on pent construire un paquet 
Qi C (S1S2S4) \ A d'epaisseur au moins 11 entre [S2S4] nQs et [S1S2] (voir figure E]). Dans 
ce dernier cas, on construit, comme dans le cas la, un prisme fibre dont le bord vertical 
est dans Qi U Q2 U Qs U Q4. Comme precedemment, la famille {Pi)i n'etait done pas 
maximale. 

2.4 Construction des domaines fibres 

On demontre a present le theoreme 12.11 
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Fig. 6 - Le cas 2. 



2.4.1 Normalisation des faces verticales 

Les lemmes ci-dessous permettent, par des isotopies et des partitions successives de 
X, d'affiner la normalisation des structures de X. On rappelle que X est un ensemble 
complet de structures de contact tendues sur V et que A est une triangulation de V, 
maniable et A-minimale pour tout ^ G A", toutes les structures de X etant egales le long 
de leur voisinage de securite commun A. En outre, les structures de X ont deja subi une 
premiere normalisation et satisfont toutes aux conclusions du lemme 12.161 

Lemme 2.20. // existe C2 > et un nombre fini de configurations de prismes fibres 
P^, . . . ,P'^ tels que, pour toute structure ^ ^ X , on puisse isotoper ^, par une isotopie 
de V stationnaire sur A et preservant A, en ^' admettant un des pour configuration 
admissible et pour laquelle au plus C2 composantes de T /^2{^') ne soient pas incluses dans 

Int(UpeP.P)- 

Une structure de contact ^ E X qui verifie ces proprietes pour une configuration P^ 
sera dite portee par PK 

Demonstration. A toute structure ^ G A", on pent associer un element maximal -P(0 
dans Pa,^- Le lemme 12.121 affirme qu'il n'y a qu'un nombre fini de classes d'isotopie 
de configurations de prismes fibres. Une isotopie de V fixant A et relative a A permet 
d'envoyer cliaque P{C) sur un element d'une sous-famille finie P^,...,P^ de la famille 
P{.Cj£,&x- Cette isotopie transporte ^ sur une structure Le lemme [2TT^ affirme I'existence 
de la borne universelle C2 = Ci > O . □ 

Dans la suite, on remplace ^ par ^' comme representant de la classe d'isotopie de ^ 
dans X. On demontre le theoreme 12.11 pour I'ensemble Xi des structures ^ E X portees 

V^I P^ = P = {P^)l<^<n. 

Lemme 2.21. Quitte a deformer chaque structure ^ & Xi par une isotopie relative a 
A qui preserve A, il existe une partition de Xi en un nombre fini de sous ensembles 
X^,...,X^ tels que, pour j = l,...,k : 
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1. toutes les structures de X( possedent une meme courbe de decoupage sur les faces 
de A2\Int(Ui<,<„P.) ; 

2. toutes les structures ^ G A"/ sont tangentes aux fibres des faces des prismes de P ; 

3. pour toute arete a, toutes les structures ^ G sont egales sur un voisinage de 
«\Int(Ui<.<„P.). 

Demonstration. Pour toute structure G ^Yi, le nombre de composantes du decoupage 
rA2\int(Ui<i<„ inferieur a C-z- Le nombre de classes d'isotopie de multi-arcs 

(rA2\Int(Ui<,<„Pi)(0)5G^i 

dans A^\Int(|J^<.<^Pj) est done fini. Quitte a deformer chaque structure ^ E Xi par une 
isotopie relative a A qui preserve A et a partitionner Xi en X^, pour j = 1, /c, on 

pent supposer que toutes les structures de Xl possedent une meme courbe de decoupage 
sur A^ \ Int([J-^<^^^ Pj). Les proprietes 2 et 3 decoulent du lemme 12.161 (pour obtenir 
dans 3 I'egalite a partir du lemme [2TT61 et pas seulement une coincidence des feuilletages 
legendriens, il faut encore utiliser la contractibilite de DifF'"([0, 1]) comme il est explique 
en detail dans la preuve du lemme [2.26p . □ 

On note X2 I'un des A"/, j = 1, /c, et on fixe ( & X2. On est ramene a demontrer le 
theoreme 12.11 pour X2. 

Lemme 2.22. Toute structure C, ^ X2 est isotope a une structure maniable pour A et 
A-minimale ^' qui coincide avec ( le long de A^ \ lnt(XJ^^-^^ Pi) et tangente aux fibres le 
long des faces verticales des polyedres de P. 

On note X^ I'ensemble obtenu par deformation de X2. Le long des portions de faces 
verticales qui ne sont pas incluses dans Int([J^<^<^ Pj), toutes les structures ^ G A3 sont 
a la fois egales et tangentes aux fibres. 

Demonstration. Soit R une composante de Hp \ incluse dans Hp \ Int([Jj^<^<^ Pj). 
Les structures ^ et C sont egales sur un voisinage K de dR fl dF dans R, lequel K est en 
outre feuillete par des arcs legendriens. On retrecit R en Rq en poussant chaque arc de 
dR n dF sur un arc legendrien qui lui est parallele dans K. Par application du lemme de 
realisation de feuilletages 11.41 a Rq, on trouve une isotopie a support dans un voisinage de 
Po, dont le temps 1 envoie ^ sur ( le long de Rq. Le point important est que le support 
de cette isotopie ne rencontre ni A ni les faces autres que F, si bien A demeure maniable 
et A-minimale pour I'image de ^. □ 

2.4.2 Normalisation des faces horizontales 

Pour chaque prisme Pi, 1 < i < n, on fixe un feuilletage non singulier J^i sur ses faces 
horizontales Yi x {0, 1}, egal au germe de feuilletage trace par ( au bord (dYi) x {0, 1} 
et transversal a une direction fixee de Yi (on munit Yi d'une structure affine). Un tel 
feuilletage non singulier existe grace au fait que I'holonomie vaut — 1 et done que I'indice 
du germe de feuilletage caracteristique (Yi x {j} le long de (dYi) x {j}, j = 0, 1 vaut 0. 
II determine un germe de structure tjq le long des faces horizontales. 

Grace a la remarque 12.151 on se place dans la situation oil, pour tout ^ G A's, toute 
face verticale des prismes de la configuration P contient au moins 20 pieces. 
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Lemme 2.23. // existe une retraction compacte K = IJi<i<n \ ^('5(Ui<j<n -^j)) 
Ui<i<n-^«' itne structure de contact sur V \ Int(A') et pour tout ^ E X3 une isotopie 
de \ en ^' qui verifie : 

1. e' = Co surV\lnt{K) ; 

2. ^' est tangente aux fibres verticales de chaque Pi. 
Demonstration. On commence par demontrer le lemme suivant : 

Lemme 2.24. Soit f :Y x [—2,2] iV,0 ™ plongement dans une variete de contact 
tendue. On suppose que : 

- chaque arc {x} x [—2, 2], pour x dans un voisinage de dY , est legendrien pour f*^ ; 

- sur chaque face verticale, les courbes de decoupage vont d'une arete verticale a 
I 'autre ; 

- I'holonomie de toute courbe d'holonomie tournant autour du bord vertical vaut —1 ; 
les aretes de f{{dY) x {±1}) sont transversales a ^ ; 

- il y a au moins quatre courbes de singularites sur chaque face verticale aux altitudes 
superieures dl et inferieures a —1 ; 

- les aretes horizontales dcY x [—2,2] sont transversales a /*^. 

Pour tout feuilletage non singulier non singulier T trace sur les faces horizontales de 
Y X [—1, 1] qui est tangent a f*^ au bord et transversal a une direction donnee de Y 
(muni de sa structure affine), il existe une isotopie de ^ relative au bord de I'image de f 
en une structure C,' , telle que f*^' trace le feuilletage T sur Y x {±1} et que chaque arc 
{x} X [—1, 1] soit legendrien. 

Demonstration. On munit Y x [—2, 2] de la structure f*t,- Grace a la presence de quatre 
arcs singuliers sur chaque face en dessous et au-dessus des altitudes — 1 et 1, on construit 
sur {pY^ X [1, 2] et ipY^ x [—2, —1] une courbe d'holonomie legendrienne 7±i par concate- 
nation de portions d'aretes verticales et d'arcs de singularites sur les faces. On obtient 
que t6(7±i) = — 1 car I'holonomie vaut —1. On prend alors un disque convexe (de bord 
lisse par morceaux) D±x C F x [—2, 2] qui s'appuie sur 7^1 transversalement au bord 
vertical de F x [—2,2]. La portion de bord vertical comprise entre 7_i et 71 completee 
par D_i et D\ forme une sphere S plongee dans Y x [—2, 2]. 

On va construire un modele de cette sphere dans = {(x, t)}. Pour cela, on munit 
M'^ de la structure 77 d'equation costdx — sintdy = 0. On fixe un triangle (ou un quadri- 
latere) Y' dans le plan des (x, y), et on considere le polyedre Q = {{x,y) E F', t G [0, 2k'7i]}. 

Comme I'holonomie de ^ autour de (dY) x [—2,2] est —1, il existe k E M. et Y' 
pour que le bord vertical de ce polyedre Q, avec le germe de structure rj, soit conjugue a 
[dY) X [—2, 2] avec le germe de structure f*C, par un germe de diffeomorphisme de contact 
fibre (qui preserve la direction verticale, celle de Q est dirigee par dt) 

(f) : (dY) X [-2,2] ^ {dY') x [0,2A;7r]- 

II existe alors deux disques D et D' qui s'appuient respect ivement sur les courbes 
(j){{dY) X {±1}) du bord vertical du polyedre Q, transversaux a la direction verticale dt 
et tels que s'etende en un diffeomorphisme $ : F x [—1, 1] — > Q', ou Q' est le polyedre 
de M^, dont le bord est union de D et D' avec la portion de bord vertical de Q comprise 
entre les courbes 0((9F) x {±1}), avec les proprietes suivantes : 

- les fibres verticales de F x [—1, 1] sont envoyees par $ sur les fibres verticales de Q' 
(dirigees par dt qui sont legendriennes) ; 
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- est le feuilletage ({D U D'). 
Pour cela, on etend d'abord en un plongement fibre ip : Y x [—1, 1] — ^ Q. II ne reste 
plus qu'a relever les feuilletages ip^J-' de maniere legendrienne transversalement a dt pour 
obtenir D et D', puis a composer ijj au but par I'extemite d'une isotopie qui amene, en 
glissant le long des fibres, Timage par ip des faces horizontales sur D et D'. Le fait que 
JF soit transversal a une meme direction sur les faces superieure et inferieure assure que 
D et D' ne se rencontrent pas. 

Les courbes (/'(7±i) sont legendriennes et d'invariant de Thurston-Bennequin —1. On 
leur fait border dans {M.^, rj) deux disques convexes qui ne rencontrent pas Q'. On note S' 
la sphere construite comme precedemment a partir de ces disques convexes et de la portion 
de bord vertical qu'ils delimitent dans Q. D'apres le lemme de realisation de feuilletages, 
on pent choisir ces deux disques de sorte que s'etende en un diffeomorphisme 0i de 

{S,n\s\^{S',v\s'). 

D'apres le theoreme 11.11 d'Eliashberg, 0i s'etend alors en un diffeomorphisme de 
contact 02 entre les boules bordees par ces spheres. 

Le plongement 02^^ o : Y x [—1,1] ^ Y x [—2,2] envoie J-' sur le feuilletage ca- 
racteristique de I'image des faces horizontales, et les fibres sur des courbes legendriennes. 
II vaut I'identite sur le bord vertical et preserve I'orientation : il est isotope a I'identite 
relativement au bord de F x [—2, 2] par la restriction d'une isotopie de F x [—2, 2]. 

On considere I'image de f*^ par cette isotopie que Ton propage a I'aide de / dans V. 
Cette nouvelle structure donne le resultat souhaite. □ 

Pour pousuivre, on applique le lemme 12.241 a chaque structure ^ G A's et au germe de 
structure rjQ le long des faces horizontales : il existe une isotopie de ^ relative a A qui 
envoie ^ sur une structure ^' tangente aux fibres de P et egale au germe rjo sur les faces 
horizontales. On remplace chaque structure ^ E X3 par la structure, a nouveau notee ^, 
obtenue apres cette premiere isotopie et on pioche une structure Co dans A3. 

Le long d'une fibre / de Pj, toute structure ^ tangente aux fibres est reperee par une 
fonction angle 6*/ : / ^ M/Z dans le fibre normal aux fibres, dont la derivee est strictement 
positive. Dans un petit voisinage iV(<9(Ui<i<„, -P*)) ^ (Ui<i<n^i) de c?(Ui<i<„ ^j) dans 
Ui<i<n-^«' '^^ pent apres isotopie (toujours par contractibilite de Diff~'^(/)) rendre toutes 
ces fonctions angle egales a celle de Co ^ ^3- On realise une telle isotopie sur chaque 
^ e ^"3 pour obtenir ^' G X^. 

Les prismes Pi de la famille P decoupent chaque simplexe G de A en polyedres, 
homeomorphes a la boule, au bord desquels toutes les structures ^' G coincident. 
Comme les structures de sont tendues, le theoreme d'unicite 11.11 d'Eliashberg donne, 
sur chaque polyedre, une isotopie stationnaire au bord entre une structure quelconque 
e e X^ et Co. □ 

Corollaire 2.25. // existe un domaine fibre d bord (M, r) avec K G M G IJi<i<n dont 
la fibration en intervalles r est la restriction de la fibration de IJi<i<n-^«- -^'^ particulier, 
selon la terminologie de la sous-section suivante, toutes les structures de X^ sont ajustees 
a(M,r,C). 

Demonstration. On retire a IJi<j<n petit voisinage fibre U, UCiK = ^, des portions 
d'aretes qui ne sont pas dans Int(|J^<j<^ Pj). On note r' la fibration en intervalles de 
Ui<j<n-^«- L'espace quotient S = (IJi<j<n -^A ^)/''"' ^st une surface branchee dont le lieu 
singulier est non generique. Un lissage du bord de IJi<i<n -^A ^ transversal a la fibration 
au-dessus des points reguliers de la projection et une petite modification de Ui<i<n A ^ 
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correspondant a une perturbation generique de S pour obtenir un lieu de branchement 
generique permet d'obtenir le domaine fibre recherche. □ 



Pour demontrer le theoreme 12.11 il reste une difficulte : le domaine fibre du corol- 
laire l2.25] est « a bord ». Dans la suite, on indique comment on se ramene a des voisinages 
fibres de surfaces branchees sans bord. 

2.4.3 Structures de contact ajustees a un domaine fibre 

Soit (M, r) un domaine fibre, voisinage d'une surface branchee a bord, et X = M/ r 
la surface branchee quotient. On note n : M ^ X et C, une structure de contact sur 
V \ Int(M). Une structure de contact est ajustee a (M, r, () si elle est egale a ( hors de 
Int(M) et tangente a r dans M. 

Lemme 2.26. Toute structure de contact^ ajustee d {M,t,C) est determinee, d isotopie 
pres parmi les structures ajustees, par la fonction 

: dhM :^]0,oo[ 

qui est continue sur chaque secteur et qui associe d chaque point p V angle de rotation 
total de ^ le long de la feuille de r partant de p. ( On mesure cet angle avec une metrique 
auxiliaire et Vholonomie de t.) 

Demonstration. Ce lemme est une consequence de la contractibilite de I'espace Diff'''(J) 
des diffeomorphimes de I'intervalle qui preservent I'orientation. Soit et deux struc- 
tures de contact sur D"^ x I muni des coordonnees ((x, y),t), egales le long de x {0, 1}, 
tangentes aux fibres {p} x I et pour lesquelles a^^ = a^^ sur D^. Elles sont alors donnees 
par Q!o = cos f o{x, y,t)dx — sin fo{x,y,t)dy et «i = cos f i{x, y,t)dx — sin fi{x,y,t)dy avec, 
pour i = 0, 1, ^ > et /o(a;, I/, i) = y, i). Par la contractibilite de DifF''(J), il existe 
une famille a un parametre de fonctions fs '■ x / — > R, s G [0, 1], qui verifient ^ > 
et qui sont independantes de s G [0, 1] sur x {0, 1}. Le chemin de formes de contact 
as = cos fs{x,y,t)dx — sin fs{x,y,t)dy donne une isotopie relative k D"^ x {0, 1} entre 
et ^1 parmi les structures tangentes a {*} x I. 

Pour demontrer le lemme, on donne une version relative de la discussion precedente. 
Soit ^ et ^' deux structures ajustees a (M, r, C), qui ont les memes fonctions angles 

= a^i. Si B est un secteur de X, alors dB est un polygone dB = 6i U 62 U ... U Sm, 
oil les 6i sont les cotes successifs de B qui se rencontrent le long des points triples de X. 
Comme {B x I) n di,M consiste en la reunion de produits 5i x [ai,hi\ oh [aj,6j] C [0, 1], 
les structures ^ et ^' sont egales sur 5j x [aj,6j]. On deforme d'abord ^ en ^' le long de 
5i X ([0,1] \ [aj,6j]) en utilisant la contractibilite de DifF''(J), puis on effectue I'isotopie 
entre ^ et ^' sur B x I relativement a {dB) x I. □ 

Soit ,^0 une structure de contact ajustee a (M, r, Q fixee. 

Proposition 2.27. Les classes d'isotopie des structures de contact C, ajustees a {M,t,() 
sont en bijection avec les fonctions 

wi: : 7ro{Reg{X)) Z, 

dites fonctions poids, verifiant la condition 

MR) > -^inf(a5o) 
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et les relations d'adjacence 



pour toute paire de feuillets reguliers Ri, R2 de X qui se joignent pour donner R^. 
Demonstration. Pour toute structure de contact ^ ajustee a (M, r, C), on definit 

= - «Co)- 

Le poids w^{j)) est un entier qui varie continument sur les composantes de Reg{X). 
II est done constant sur Reg{X). La relation d'adjacence est donnee en regardant une 
fibre situee au-dessus d'un point p du lieu singulier de X 011 Ri et R2 se rejoignent 
pour donner R3. La condition de contact donne que > 0, ce qui fournit I'inegalite 

Reciproquement, si on dispose d'une telle fonction poids, la fonction = + a^^ 
determine une structure de contact qui convient. □ 



2.4.4 Le lemme d'elagage 

Lemme 2.28. [Lemme d'elagage] Soit {M,t,Q un domaine fibre et X un ensemble de 
structures de contact ajustees a {M,t,Q. On suppose qu'il existe un reel C et un point 
p G dhM tels que a^{p) < C pour tout ^ E X et on note Xi, . . . les adherences des 
strates regulieres de X = M/r qui contiennent 7t{p). On peut alors trouver des structures 
de contact d, . . . ,(i sur le complementaire du domaine fibre 

k 

{M',r') = (M\Int(|j7r-i(X,)),r|M') 

i=i 

telles que toute structure E X soit isotope a une structure ajustee a I'un des {M', r', Q). 

Demonstration. La borne sur donne une borne sur tons les poids w^{Xi), 1 < i < k. 
Ceux-ci peuvent done prendre seulement un nombre fini de valeurs. On peut partitionner 
X en Xi,...,Xi, de sorte que toutes les ^ e Xj donnent le meme poids. Si Q est une 
structure de Xi, on peut alors, comme dans le lemme \2.26\ trouver une isotopie, parmi 
les structures ajustees a (M, r, C), entre toute structure C, E Xi et une structure ^' egale 
a sur 7r-i(U^<^.<^,Xj). □ 

L 'operation d'elagage diminue strictement le nombre de secteurs de X. En la repetant 
un nombre fini de fois, on obtient done I'ensemble vide. 

Corollaire 2.29. Si X est un ensemble de structures de structures de contact ajustees a 
{M,tX), alors il existe (Mi, ri, (^1),..., {Mi,TiXi) obtenues par elagage de {M,tX) telles 
que, pour 1 < i < I, Xi = Mi/Ti soit une surface branchee sans bord, et que toute structure 
^E X soit isotope a une structure ^' ajustee a I'un des {Mi,Ti,(i)- 

Demonstration. Tout point p G dX verifie les hypotheses du lemme d'elagage. Par 
ailleurs, un elagage reduit strictement le nombre de secteurs de X. Un nombre fini d'ap- 
plications du lemme d'elagage 12.281 conduit au resultat. □ 

Le corollaire 12.291 termine la demonstration du theoreme 12. 1[ 



3 Finitude homotopique 



On demontre ici le theoreme 10.71 Le theoreme 10.11 en resulte car une modification de 
Lutz a coefficient entier le long d'un tore ne change pas la classe d'homotopie dans les 
champs de plans. 

Soit V une variete close. Vu le theoreme 12. 11 il suffit de demontrer le theoreme 10 . 71 pour 
un ensemble S de structures de contact tendues toutes ajustees a un meme domaine fibre 
(M, r, (). Soit X la surface branchee M/t avec son lieu singulier et ses strates regulieres 
Xq, . . . , Xd- Etant donne .^o £ <S, chaque structure ^ G 5 est determinee (a deformation 
pres parmi les structures ajustees) par son poids = {w^{Xi), . . . , w^{Xd)) G Z'^ relatif 
a ,^o- Par application du lemme d'elagage et quitte a effectuer une partition de S, on se 
ramene au cas oii, pour tout ^ E S, \e poids appartient a N'^. A chaque arete lisse C 
de G, on associe I'equation lineaire Xi = Xj + Xk sur M.'^ oii Xj et X^ sont les secteurs de 
X qui se joignent le long de C pour former Xi. Soit W le sous-espace vectoriel de M.'^ des 
solutions de ce systeme. Chaque poids appartient kW (1 N'^. 

On note ^ I'ordre partiel defini sur Z*^ par 

(xi, ...,Xd)^ {yi, ■■■,yd) si Xi< Vi pour I < i < d. 

Lemme 3.1. Soit W un sous-espace vectoriel de M'^. Les elements minimaux nN*^ 
pour I'ordre partiel ^ sont en nombre fini et engendrent W HN'^. 

Demonstration. Pour montrer que les elements minimaux de fl N"^ sont en nombre 
fini, on raisonne par recurrence sur d. Lorsque d = 1, on a un unique element minimal. 
On suppose le resultat demontre pour tout sous-espace de M*^"^, d — 1 > 1. Soit main- 
tenant W un sous-espace de W^, d > 2. On raisonne par I'absurde en supposant que 

n N'^ possede une infinite d'elements minimaux. Quitte a permuter I'ordre des coor- 
donnees, on pent alors trouver une suite d'elements minimaux {v^)i^^, = {v{, . . . , w^), 
de ly n N*^ pour laquelle la suite des dernieres coordonnees (f^)iGN tend vers I'infini. On 
note vr : M'^ — s> W^"^ la projection sur les c? — 1 premieres coordonnees. En appliquant 
I'hypothese de recurrence a 7r{W), on obtient un nombre fini d'elements Ui, . . . , m„ de N*^ 
dont les images par vr sont les elements minimaux de 7r{W) fl N'^"^. Si i G N est assez 
grand, est superieur a chacune des dernieres coordonnees des vecteurs Mi, . . . , m„ et en 
particulier, est superieur a un des uj. C'est une contradiction. 

bi n G WnN'^ n'est pas un element minimal, il est superieur a I'un d'entre eux Ui. Soit 
le vecteur u — ui est minimal, soit on pent a nouveau lui retirer un des Uj, j = 1, . . .n. 
En un nombre fini d'etape, on ecrit u comme une somme d'elements minimaux. □ 

On note ui, . . . ,Uk les elements minimaux de fl N'^ donnes par le lemme 13.11 Par 
ailleurs, 

Lemme 3.2. Les classes d'isotopie des surfaces compactes plongees dans M transversa- 
lement a r sont en bijection avec les elements non nuls de W CiN'^. 

Si T est une surface portee par (M, r), on note wr = (wr (-^i ),•••, wr(-^d)) son 
poids, oil wr{Xi) est le nombre de composantes de T fl 7i^^{Xi) et vr la projection 
M ^ X = M/t. 

Remarque 3.3. Si X est compact sans bord et S non vide, les surfaces compactes portees 
par X - c'est-a-dire plongees dans M transversalement a r - sont closes et transversales 
aux structures de contact de S. Leurs composantes connexes sont done des tores et/ou 
des bouteilles de Klein. 

Q1 



Soit Ti, . . . , Tfc les surfaces portees par (M, r) et correspondant aux elements Ui, . . . ,Uk 
de VrnN"'. On suppose que Ti, . . . , T; sont des tores et que T;+i, . . . ,Tk sont des bouteilles 
de Klein. Lorsque T, est une bouteille de Klein, on note T/ le tore, toujours porte par 
(M, r), bordant un de ses petits voisinages tubulaires N{Ti). Le poids u'^ de T/ vaut 2ui. 

Lemme 3.4. Toute structure de contact ^ ^ S est obtenue d partir de par modification 
de Lutz sur les tores Ti, 1 < i < I et T/, I + 1 < i < k. 

Demonstration. Soit E S. On aw^ = Yli=i '^i{C)'^i^ smqc ni{^) G N. La structure obtenue 
a partir de i^o par chirurgie de Lutz de coefficient ui^S,) sur Tj lorsque Tj est un tore et 
de coefficient \ni{^) sur T/ = dN(Ti) lorsque Tj est une bouteille de Klein est ajustee a 
(M, r, C) et a le meme poids que ^. EUe lui est done isotope relativement a dM. □ 

Meme si les coefficients de chirurgie apparaissant dans le lemme 13.41 sont des demi- 
entiers, celui-ci implique le theoreme 10.71 : on ajoute comme « structures de base » a .^o 
les 2^^"^"^ structures obtenues en faisant ou non des modifications de Lutz de coefficient | 
le long des tores T.-, I + 1 < i < k. Toutes les structures de S sont alors obtenues a partir 
de I'une d'entre elles par modifications de Lutz a coefficients entiers sur les collections de 
tores {Ti)i<i<i et (7;')/+i<i<fc- 

4 Finitude geometrique 

On demontre maintenant le theoreme l0.6l Comme precedemment, grace au theoreme 12.1 
il suffit d'etabhr le resultat pour un ensemble S de structures tendues toutes ajustees a un 
meme moule (M, r, (). On fixe une structure de reference ^ <S, toute autre ^ G 5 etant 
alors determinee par son poids dont on pent supposer, sauf pour Qu'il est dans 
(N \ {0})'^ (voir le lemme d'elagage I2.28p . Pour une telle structure ^ E S \ {^o}; le poids 

correspond a une surface close T pleinement portee par (M, r) . Chaque composante 
de T est un tore ou une bouteille de Klein. 

Lemme 4.1. // existe une surface orientee T pleinement portee par {M,t) qui contient 
le bord horizontal de M comme sous-surface orientee. 

Demonstration. Le domaine M contient une surface T pleinement portee, par exemple 
celle que determine le poids d'une structure ^ G 5. En doublant T si necessaire et en 
remplagant chaque bouteille de Klein par le bord d'un de ses voisinages tubulaires, on 
s'assure que les composantes de T sont des tores et que T intersecte au moins deux fois 
chaque fibre de M. Parmi ces intersections, deux sont les plus proches de dhM. On pousse 
les composantes connexes de T contenant ces intersections extriemes jusque dans dM. 
Quitte a doubler T a nouveau pour pouvoir I'orienter comme voulu, on obtient la surface 
cherchee. □ 

4.1 Le lemme du degre 

Soit A une composante connexe de 9„M et C une composante du bord de A. On 
definit le degre deg{A) de A comme la valeur absolue du degre de I'image de Cx par 
rapport a T^A dans le quotient T^V/TxT lorsque x parcourt C. 



Assertion 4.2. Quitte a modifier {M,t,() P(^i" elagage et isotopie, on pent supposer que 
pour chaque composante A de d^M et chaque composante C de dA, il y a exactement 
2 deg(y4) points le long de C ou T^A coincide avec Cx- En particulier, si deg(y4) = 0, le 
feuilletage (A contient une courbe de singularites isotope d I'dme de A. 

Demonstration. On etend A le long des fibres legendriennes de M jusqu'a obtenir un 
anneau A', on A' \A C. M, pour lequel les structures ^\a' sont egales pour tout E S et 
la condition de I'assertion est verifiee le long de A'. Cette extension est rendue possible par 
le fait qu'on pent supposer que toutes les structures C, E S ont une fonction poids minoree 
par une constante c > que Ton pent choisir arbitrairement grande (quitte a proceder a 
des partitions de 5 et a elaguer M). On considere alors un epaississement A' x [0, 1] de 
A' dans M, on A' x {1} = A' et oii chaque ^ G 5 est /-invariante (en particulier chaque 
A' X {t} est feuillete par des intervalles legendriens) . On prend pour nouveau domaine 
fibre M' = M \ {A' x J) dont on lisse les coins de sorte que A' x {0} C M' soit une 
composante du bord vertical de M'. □ 

Dorenavant, toutes les composantes de d^M sont reputees satisfaire aux conclusions 
de I'assertion I 



Lemme 4.3. [Lemme du degre] // existe des domaines fibres {Mi, Ti, Ci)i<j<fc obtenus par 
elagage de (M, r, () avec les proprietes suivantes : 

- toute structure de contact C, E S est conjuguee, par un produit de twists de Dehn et 
d'isotopies, a une structure ajustee a Vun des {Mi,Ti,(i) ; 



tout domaine fibre {Mi, Ti) porte pleinement une surface % comme dans le lemme 4-1 
toutes les composantes de dyMi satisfont aux conclusions de Vassertion\4.2 



- toute composante de d^Mi de degre non nul intersecte % le long de courbes contrac- 
tibles dans %. 



Demonstration. Soit T une composante de T qui intersecte une composante A de d^M 
avec deg{A) 7^ le long de c. On suppose que c est non contractible sur T. Pour tout 
E, S avec suffisamment grande, il existe un plongement : T x [0, 1] — > M, 011 
</)(T, 0) = T et (p*^ est donnee par cos(/(a;, y) + 27it)dx — sm{f{x, y) + 2Tit)dy = 0. Ici, les 
coordonnees sur T x [0, 1] = M^/Z^ x [0, 1] sont {x,y,t), et / est une fonction a valeurs 
dans le cercle T ]R/27rZ. On a alors la propriete suivante : 

Assertion 4.4. // existe un tore T' C (j){T x [0, 1]) isotope a T et transversal aux fibres 
legendriennes tel que T' soit convexe et ^Tt'{C) ^ 2deg(74). 



Demonstration de Vassertion \4.4\ Apres une perturbation C°°-petite de T, on pent sup- 



poser que T est convexe. Comme T ftl pour tout G 5, le feuilletage caracteristique 
est non singulier, et done #rT(0 Gst egal au nombre d'orbites fermees 7^ de ^T. Les 
T \ [Jj 7j sont des composantes annulaires qui sont soit de Reeb (ne possedent pas d'arc 
transversal s'appuyant au bord et qui intersecte toutes les feuilles) ou tendues (il existe 
un tel arc transversal). On pent supposer que c est transversal a Uj7j. En analysant les 
composantes de c\ [JiTi; to^^t arc (separant ou non separant) situe dans une composante 
de Reeb donne au moins une tangence, tandis que les arcs situes dans une composante 
tendue ne contribuent pas necessairement. Done le nombre de composantes de Reeb est 
majore par 2deg(yl) (= le nombre de tangences de c), si les orbites 7^ ont une intersec- 
tion non triviale avec c. Pour voir que les orbites 7j ont une intersection geometrique non 
triviale avec c, on observe que 2deg(A), qui est le decompte algebrique du nombre de 



tangences entre c et ^T, est invariant par isotopie. Si le nombre d'intersection geometrique 
est nul, alors le degre doit aussi etre nul. Pour conclure, toutes les composantes tendues 
peuvent etre supprimees en isotopant T a une distance bornee dans 0(T x [0, 1]). On pent 
egalement remarquer que ['assertion 14.21 implique que les composantes de Reeb pointent 
dans la meme direction. □ 

Le point cle pour le tore convexe T modifie comme dans le lemme precedent est que 
i^TxiO 6st borne independemment du choix de ^ E S. On suppose que ^ G 5 satisfait 

^ nwT, on n = ^^Tt{0- Alors il existe un plongement ip : T x [0,n] ^ N{B), oh 
T X {0} = T' et ip*C, est donnee par cos{g{x, y) + 27it)dx — sm{g{x, y) + 2Trt)dy = 0. Si on 
excise ip{T x [0, n]) et on recoUe ip{T x {0}) avec iplT x {n}) via I'identification naturelle 
donnee par la fibration legendrienne, on obtient une structure de contact ^' correspondant 
au poids w^ — nwT- Maintenant, ^ et ^' sont isomorphes car elles different par des twists de 
Dehn le long du tore T. Pour cette raison, on pent reduire induct ivement — * w^ — nwx 
jusqu'a ce qu'un secteur de X ait un petit poids. Un tel secteur pent alors etre elague. □ 

En appliquant le lemme du degre a (M, r, (), on se ramene au cas oil (M, r, () est I'un 
des {Mi, Ti, (i). On pent encore ameliorer M par elagage grace a la proposition suivante : 

Proposition 4.5. Apres des elagages successifs, on pent supposer, quitte d conjuguer 
les structures de S par des produits de twists de Dehn, que, pour toute composante A de 
d,M, 

1. deg(A) = Q si et seulement si les deux composantes de OA sont non contractibles 
dans T . 

2. deg(y4) = 1 si et seulement si les deux composantes de dA bordent des disques dans 

r. 

Demonstration. Par le lemme du degre, si une composante de dA est non contractible, 
alors deg(A) = 0. A I'inverse, si une composante c de dA borde un disque D dans T, alors 
par I'assertion 14.21 et la non singularite du feuilletage caracteristique de -D, il ne pent y 
avoir que deux points le long de c pour lesquels T^A = Done deg{A) = 1. Ainsi, soit 
les deux composantes de dA sont non contractibles dans T, soit elles bordent toutes deux 
un disque. □ 

Remarque 4-6. Si les deux composantes de dA bordent un disque, alors ces disques doivent 
etre du meme cote de A, sinon la sphere constituee de I'union de ces deux disques avec 
A pourrait etre lissee en une sphere transversale k E S. 

4.2 Elimination des disques de contact 

Dans cette partie, on simplifie le domaine fibre M en eliminant les disques de contact. 
Un disque de contact est un disque proprement plonge D C M, transversal aux fibres et 
dont le bord est dans d^M. 

Lemme 4.7. Soit A une composante de d^M . S'il existe un disque de contact D dont le 
bord est dans A, alors les composantes Ci, C2 de dA bordent des disques Di, D2 G T de 
sorte que soit dans Vinterieur de M pres de dDi. 



Demonstration. Comme A admet un disque de contact D et que le feuilletage caracteris- 
tique de D est non singulier, deg{A) doit etre egal a un. Par le lemme du degre, q 
doit border un disque Di dans T. On note que Di ne pent pas etre dans la « direction 
opposee » k D, c'est-a-dire que Di ne pent pas contenir la composante de dhM adjacente 
a Cj. Dans le cas contraire, D U Di (augmente de parties de A et apres lissage) formerait 
une sphere immergee transversale a la fibration legendrienne, ce qui est impossible. □ 

Remarque 4-8. II est possible que Di C D2 011 vice- versa. 

Proposition 4.9. Soit V une variete close et irreductible de dimension trois. II existe 
un nombre fini de paires {Ni, Q) , i = 1, . . . , k, satisfaisant aux conditions suivantes : 

1. Ni G V est une union finie de tores epaissis x [0, 1], d'anneaux epaissis A x [0, 1] 
et de voisinages de houteilles de Klein N{K), oii chaque A x {j}, j = 0, 1, est colle 
de fagon incompressible sur un d{T^ x [0,1]) ou sur un dN{K), et ou certaines 
composantes de bord dcT'^xI peuvent etre identifiees entre elles ou avec un dN[K) ; 

2. Q est une structure de contact tendue sur V \ Int(A^i) ; 

3. toute structure de contact tendue sur V est conjuguee, par un produit de twists de 
Dehn et d'isotopies a une structure egale a I'une des Q sur V \ Int(A'^j). 

Demonstration. On elimine d'abord les disques de contact de M, tout en preservant la 
condition que M porte pleinement une union de tores T. (Voir la remarque 14.101 ci- 
dessous.) S'il y a un disque de contact pour A, alors en utilisant le lemme l4?7t on pent le 
remplacer par des disques de contact (pour A) Di et D2 dans T. Sans perte de generalite, 
on suppose que Di est un disque de contact le plus interieur pour T. Alors, soit Di et 
D2 sont disjoints, soit Di C D2. Comme Di pent contenir des disques de dhM, on le 
pousse legerement le long des fibres pour I'eloigner de dhM fl lnt{Di). On appelle D[ 
cette deformation de Di. On change alors M en M \ D[, T en (T \ Di) U D[, et D2 en 
{D2 \ Di) U D[ si Di C D2 (puis, apres le paragraphe ci-dessous on les rebaptise M, T 
et D2). 

On explique maintenant comment transformer D[ en une surface convexe (de bord 
legendrien), de sorte que la structure de contact ( s'etende de maniere unique en une 
structure de contact tendue sur M U N{D[), c'est-a-dire de sorte qu'on puisse isotoper 
toutes les structures ^ G 5 sur M relativement a dM pour les faire coi'ncider sur (un 
voisinage de) D[. Apres un lissage des coins de dM et une perturbation generique, dM 
devient convexe. Le fait que deg{A) = 1 se traduit par le fait qu'on pent trouver une 
isotopie de ( pres de dM (et done une isotopie concomitante des structures C, E S) qui 
rende dD[ legendrien avec tb{dD[) = — 1. Dans ce cas, si D[ est perturbe en une surface 
convexe de bord legendrien, il n'y a qu'une seule possibilite pour Td>^{^) a isotopie pres. 
Des lors, en appliquant le lemme de realisation de feuilletages on pent supposer que toutes 
les structures ^ € iS donnent le meme germe le long de D[. 

Comme (le nouveau) T n'est pas pleinement porte par le (nouveau) M (voir la re- 
marque 14.101 : la fibration persiste topologiquement, de meme que la notion de surface 
portee), on modifie T de la fagon suivante : soit T la composante de T qui contient D2, et 
soit T' une deformation parallele de T. On remplace T par un lissage de {T\D2)UAUD[. Si 
on dedouble ce nouveau tore, on obtient une nouvelle collection de surfaces T qui contient 
dhM. Comme d^M est constitue d'un nombre fini de composantes, on elimine ainsi tons 
les disques de contact en un nombre fini d'operations. On observe que les composantes 
de dyM n T qui etaient non homotope a zero (resp. homotope) dans T le demeurent. 



Une fois elimines tous les disques de contact, on etudie les composantes de dhM. Elles 
sont de trois types : (i) disques, (ii) anneaux incompressibles dans T et (iii) tores. Tous 
les disques de dhM peuvent etre elimines de la fagon suivante. Soit D une composante de 
dhM diffeomorphe a un disque et A un anneau qui partage une composante de bord avec 
D. Le degre deg(A) doit etre non nul et si S est une composante de dhM qui intersecte 
I'autre composante de bord de A, alors, par le lemme du degre, S ne pent pas etre un 
anneau incompressible dans T. Done 5* est aussi un disque. Mais alors D U A U S* est 
une sphere qui borde une boule d'un cote ou de I'autre. Dans un cas, on remplace 
M par M U ei dans I'autre par M \ B^ (oii on est sur qu'a isotopie pres toutes les 
structures de S coincident d'apres le theoreme de classification II. II d'Eliashberg). A la fin 
du processus, tous les disques du bord horizontal sont elimines. Ceci implique que toutes 
les composantes de M \ T sont des tores epaissis, des voisinages de bouteilles de Klein 
ou des anneaux epaissis qui sont colles de fagon incompressible les uns aux autres. □ 

Remarque 4-iO. En eliminant les disques de contact, on perd le controle sur la fibration 
legendrienne, bien qu'elle persiste topologiquement. Ainsi, au lieu de considerer les classes 
de conjugaison de structures de contact tendues ajustees a un triplet (M, r, C), on doit 
considerer les classes de conjugaison de structures de contact sur V qui coincident avec 
C sur V \ Int(A^). Du fait de cette perte d' information, on doit s'appuyer sur un resultat 
de finitude pour une classe simple de varietes A^, precisement lorsque A^ est un fibre en 
cercles au-dessus d'une surface. 

4.3 Reduction aux fibres en cercles 

Soit (A^, Q = (A'j, Q) une paire comme dans la prop osit ion 14 . 9 1 et T{N, () un ensemble 
de structures de contact tendues sur V egales a ( sur V \ Int(A^) et de torsions bornees 
par n. L'objectif de cette partie est de demontrer la proposition suivante. 

Proposition 4.11. // existe une famille finie de paires {Ni,(i), ...,{Ni,(i) satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

- les Ni, i = 1, sont des fibres en cercles au-dessus de surfaces compactes a bord, 
eventuellement non orientables, dans V ; 

- Q, i = 1, est une structure de contact tendue sur V \ Int(Aj) ; 

- toutes les composantes de Tqjsi- sont isotopes aux fibres de Ni ; 

- toute structure de T{N, () est conjuguee, par un produit de twists de Dehn et d'iso- 
topies, a une structure egale a d sur V \ Int(Aj) pour un certain i G [1, /]. 

On observe deja que la sous-variete A^ n'est pas quelconque. 

Lemme 4.12. La variete N est une variete graphee constitute par collage, le long d'une 
famille de tores incompressibles, de blocs de I'un des trois types suivants : 

1. un tore epais ; 

2. un voisinage de bouteille de Klein ; 

3. un fibre en cercles au-dessus d'une surface compacte de caracteristique inferieure 
ou egale a —1 et non necessairement orientable. Toute composante fibree M de ce 
type a un bord qui intersecte non trivialement dN , et les courbes de r(aAr)nM(C) ^ont 
isotopes aux fibres de M . 

Remarque 4-13. La variete A^ n'est pas forcement connexe. 



Demonstration. A chaque fois que deux composantes x I font bord commun, elles 
peuvent etre regroupees pour former un unique x I. Si on coupe le long de I'union 
des X {i} donnes par la proposition alors les composantes connexes sont de I'un des 
trois types recherches. Le cas 3 apparait pour les composantes connexes qui contiennent 
un produit A x I. Sur chaque composante M de ce decoupage qui est de la forme 3, les 
fibres sont isotopes aux courbes dA x {*} des produits Ax I qui la composent et qui sont 
de degre nul. Comme les anneaux {dA) x I contiennent une courbe de singularites isotope 
a leur ame (et done aux fibres de M d'apres Passertion 14. 2p . les courbes de Tgiy{() fl M 
sont isotopes aux fibres. □ 

Lemme 4.14. Soit T G N un tore de recollement entre deux composantes fibrees M 
et M' de type 3 le long duquel les fibrations ne correspondent pas. II existe un voisinage 
tubulaire T x [—1, 1] de T = T x {0} inclus dans M U M' et des structures Ci, Cfc sur 
T X [—1, 1] pour lesquelles les tores T x {±1} sont convexes, les composantes des courbes 
de decoupage ^Tx{±i}{Ci) ^^nt respectivement deux fibres de M' et pour lesquelles, pour 
tout C, € T{N,(), il existe une isotopie de ^ en ^' dans V relative dV\ Int(A^) qui fait 
coi'ncider C^'\txI-i,i] avec une des structures Q. 

Demonstration. On commence par prouver le fait suivant. 

Lemme 4.15. // existe un epaississement T x [—2,2] de T dans M U M' tel que toute 
composante de rTx{-2}(0 soit isotope a une fibre de M et toute composante de rTx{2}(0 
soit isotope a une fibre de M' . 

Demonstration. Les intersections dM fl dN et dM' fl dN sont non vides et contiennent 
une courbe de singularites isotope aux fibres. On prend des copies paralleles de ces 
courbes singulieres dans Int(M) et Int(M'). Ce sont des courbes legendriennes isotopes 
aux fibres dont I'enroulement (calcule par rapport a la fibration) est nul. On choisit alors 
un epaississement Tx[— 2,2] deT = Tx{0} qui incorpore ces courbes legendriennes dans 
son bord. La condition d'enroulement nul fait que celles-ci peuvent etre realisees, apres 
isotopie eventuelle, comme des orbites non singulieres de x {±2}. Elles y imposent 
done la condition voulue sur rTx{±2}(0- ^ 

D'apres la classification des structures tendues sur le tore epais |Gi4llHol] . si les pentes 
des courbes de decoupage au bord de T x [—2, 2] ne coincident pas, on pent reduire a deux 
le nombre de leurs composantes. On pent done, sous les hypotheses du lemme 14.141 et 
les conclusions du lemme H. 151 isotoper toute structure ^|tx[-2,2] relativement au bord de 
T X [—2, 2] en ^' de sorte que les decoupages rTx{±i}('C') aient deux composantes isotopes 
aux fibres de M et de M' . On pent egalement obtenir que la torsion de {'|tx[-i,i] soit 
nuUe. II n'y a qu'un nombre fini de structures de contact tendues sur T x [—1,1] qui 
satisfassent ces conditions. D'oii les structures Ci, •••,Cfc recherchees. □ 

On a un resultat dans le meme esprit pour les composantes N{K). On rappelle que 
la bouteille de Klein possede seulement quatre classes d'isotopie distinctes de courbes 
fermees simples essentielles et non orientees. Precisement, dans un systeme de coor- 
donnees G (M/Z) x [0,1] oh K ^ (M/Z) x [0, l]/(y,0) ~ (-y, 1), on obtient 

quatre representants avec les courbes 7i = {t = 0}, 72 = = 0}, 73 = {y = et 
74 = {1/ = = |}- Similairement, N[K) possede, a isotopie pres, deux fibrations de 
Seifert differentes : une fibration en cercles sur la bande de Mobius dont les fibres sont 
isotopes a 71 et une fibration de Seifert sur le disque dont les fibres regulieres sont isotopes 
a 74 et les deux fibres singulieres a 72 et 73. 



Lemme 4.16. Soit T un tore de recollement entre une composante fibree M de type 3 
et un voisinage N{K). Si aucune des deux fibrations possibles de N{K) ne prolonge celle 
de M , alors il existe un voisinage T x [—1, 1] de T = T x {0} dans M U N{K) et une 
famille Ci, Cfc de structures de contact sur T x [—1,1] avec les proprietes suivantes : 

- les tores T X {±1} sont Q-convexes et les courbes de decoupages ^Tx{±i}{Ci) ^ont res- 
pectivement deux fibres de M et de N{K) (pour une des deux fibrations de N{K) ) ; 

- toute structure ^ G T{N, () est isotope a une structure C,' egale a I'une des structures 
(i sur T X [—1,1] par une isotopie qui est stationnaire en dehors de N. 

Demonstration. On commence par normalise! toute structure C, G () au voisinage 

de K. Pour cela, on rend, par isotopie de ^, la courbe 71 legendrienne, puis on maximise 
son invariant de Thurston-Bennequin relatif a K, parmi ceux qui sont negatifs ou nuls. 
On distingue deux cas. 

Si ce nombre de Bennequin maximal est nul, alors 71 est, apres isotopie de ^, une 
courbe non singuliere du feuilletage caracteristique de K. On pent alors trouver un voisi- 
nage T X [—2, 2] de T = T X {0} dans MUN{K) pour lequel le feuilletage caracteristique 

X {2} contient une courbe non singuliere isotope a 71, c'est-a-dire aux fibres de la 
fibration de N{K) sur la bande de Mobius, et x {—2} contient une courbe non sin- 
guliere isotope aux fibres de M. Comme on Fa deja vu precedemment, la classification 
des structures tendues sur le tore epais permet, dans le cas 011 ces deux directions ne sont 
pas isotopes dans x [—2, 2], d'isotoper ^ dans T x [—2, 2] pour I'amener sur un nombre 
fini de modeles fixes au prealable dans T x [—1, 1], tons possedant les proprietes requises 
dans les conclusions du lemme 14.161 

Lorsque le nombre de Bennequin maximal de 71 est strictement negatif, on isotope K 
pour que ^ ne fasse pas de demi-tour inverse le long de 71. On decoupe alors K selon 71. 
II apparait un anneau A a bord legendrien que I'on rend convexe par isotopie C°°-petite 
relative a dA. Le decoupage de A est alors constitue de traverses. Ces traverses donnent 
dans K une multi-courbe T qui joue le role de « courbe de decoupage » de K. Ici, on 
observe que chacune des composantes de T est isotope a 72, 73 ou 74. De plus, le lemme 
de realisation applique sur A permet de dessiner sur K des courbes legendriennes non 
singulieres paralleles aux composantes de T. Celles-ci sont isotopes aux fibres regulieres de 
la fibration de N{K) sur le disque et peuvent etre incorporees dans le bord d'un voisinage 
de T. On conclut alors comme precedemment. □ 

Demonstration de la proposition \4.11\ Si dN = 0, alors soit A^(= V) est un fibre en tores 
sur le cercle, soit N est obtenu en recoUant deux voisinages N{K) le long de leur bord. 
Le cas des fibres en cercles est traite dans jGi4j et |Ho2j . On y obtient le theoreme 10.61 et 
done on pent prendre Ni = ^ dans la proposition 14.111 Celui oil = = N{K) U N{K) 
s'etudie de maniere similaire. 

Proposition 4.17. Soit V = N{Ki) U N{K2) ou Ki et K2 sont des bouteilles de Klein. 
L 'espace des structures de contact tendues de torsion inferieure a n E N possede un 
nombre fini d'orbites sous V action du groupe engendre par les isotopies et les twists de 
Dehn. 

Esquisse de demonstration. Soit ^ une structure de contact tendue sur V . On normalise 
le « decoupage » de Ki puis celui de K2 en minimisant le nombre de leurs composantes. 
On choisit des petits voisinages « homogenes » N^(Ki) de et on identifie I'adherence 
de leur complementaire a T x [—2,2]. Les decoupages rgAr^(i^.) sont constitues de fibres 
de I'une des fibrations des N{Ki). Si aucune des deux fibrations de N{Ki) ne s'etend 



a N{K2), alors on peut trouver une isotopie de ^ en ^' pour laquelle les decoupages 
rrx{±i}(^') sont constitues de deux fibres de la composante N{Ki) correspondante. Si 
le nombre de composantes de Tg^^(^Ki) n'etait pas deux, on trouverait une rocade s'ap- 
puyant sur dNe{Ki) et par suite une rocade s'appuyant sur Ki qui permettrait de reduire 
son decoupage. D'oii une contradiction. On peut ainsi se ramener au cas oii toutes les 
structures considerees coincident au voisinage des bouteilles K^. La proposition decoule 
alors de la classification des structures tendues sur le tore epais. 

Le cas restant est celui oii V est un fibre de Seifert sur la bouteille de Klein, I'espace 
projectif oil la sphere, avec respectivement 0, 2 et 4 fibres singulieres. Pour toute structure 
tendue ^, la variete V possede de plus une fibre reguliere d'enroulement nul. On excise un 
voisinage standard d'une telle fibre reguliere pour ce ramener au cas d'un fibre en cercles 
sur une surface a bord, lequel est traite dans la section I4.4[ □ 

On suppose maintenant que ON ^ 0. Si deux composantes de type 3 de sont adja- 
centes le long d'un tore T, soit leurs fibrations coincident au bord, et on les recoUe pour 
former une composante fibree elargie, soit elles sont differentes et, a I'aide du lemme l4. 141 
on se ramene a I'etude d'une famille de structures tendues sur le decoupage de par 
T X [—1, 1] qui coincident au bord. Comme dN ^ 0, toute composante N{K), voisinage 
d'une bouteille de Klein K, est alors isolee ou adjacente a une composante M de type 
3. Dans le deuxieme cas, le lemme 14116] per met, quitte a effectuer un decoupage le long 
du tore de recollement T (et apres isotopie des structures), de se ramener aux cas de M 
et d'une composante N{K) isolee ou de supposer que la fibration de M s'etend en une 
fibration (de Seifert) sur M U N{K). Pour obtenir la proposition 14.111 les composantes 
N{K) isolees peuvent etre traitees a part, de la meme fagon que dans la proposition 14. 17[ 

Apres ces operations de reduction, la sous-variete A^ est un fibre de Seifert au-dessus 
d'une surface compacte a bord non vide. Pour toute structure C, € T{N,(), le fibre A^ 
possede une fibre reguliere d'enroulement nul. On se ramene au cas oii A^ est un fibre 
en cercles en retirant a A^ des voisinages normalises A^ (71 ),..., A^(7;) des fibres singulieres 
(rendues legendriennes au prealable) 71,..., 7;. Pour cela, on incorpore dans le bord de 
cliaque A^(7i) une fibre reguliere d'enroulement nul qui forme une orbite periodique de 
^9A^(7j). Ceci impose que Tg]\f(^^.-) est constitue de courbes isotopes aux fibres. On peut 
egalement imposer que ^(TgN(^^.)) = 2 et d'apres le theoreme de classification des struc- 
tures tendues sur le tore solide |Gi4l IHol] , il y a un nombre fini de structures tendues sur 
A^(7j) qui ont un tel decoupage au bord. 

Enfin, maintenant que Ton s'est ramene a un fibre en cercles, on remarque que, a 
isotopie pres, toutes les composantes des courbes de decoupage presentes au bord sont 
S^-invariantes. En conclusion, on obtient la proposition I4.11[ □ 



4.4 Le cas des fibres en cercles 

Pour conclure la preuve du theoreme 10. 6^ on utilise des resultats de |Gi4l IGiSj et |Ho2j 
qui classifient les structures de contact tendues sur les fibres en cercles : I'ensemble T{N, () 
contient un nombre fini de structures de contact tendues de torsion donnee, a conjuguaison 
pres par des produits de twists de Dehn le long de tores incompressibles dans A^ et 
d'isotopies. La classification est meme plus precise. 



Theoreme 4.18. lGi4 . iGiR \Ho^ Soit S une surface compacte orientee de bord non vide 



et E un ensemble forme d'un nombre pair ( et non nul) de points sur chaque composante de 
dS. Soit egalement ( un germe de structure de contact le long de DM . On suppose que DM 



QO 



est (-convexe et que sa courbe de decoupage est S-^xE. Les classes d'isotopies de structures 
de contact tendues sur M qui coincident avec ( sur le bord sont en correspondance bijective 
avec les sous-varietes incompressibles (mais pas necessairement d-incompressibles) de 
dimension unV de S avec dV = E. 

Dans ce theoreme, il faut voir F comme la courbe de decoupage « minimale » d'une 
section {0} x S rendue convexe au prealable. Lorsque C est S'^-invariante, alors toutes 
les structures tendues sur M qui coincident avec C, au bord le sont egalement (a isotopie 
pres) . 

Dans le cas qui nous interesse cependant, la base S de : N ^ S n'est pas toujours 
orientable. On se donne une multi-courbe compacte plongee dans S dont le complementaire 
est orientable et dont la preimage par tt est une union disjointe de bouteilles de Klein. 
Pour toute structure ^ G T{NX), on pent realiser une isotopie de ^ a support dans TV 
pour que chacune de ces bouteilles K contienne une fibre de vr d'enroulement nul qui 
est une orbite non singuliere 7 de son feuilletage carateristique. La surface obtenue en 
decoupant K selon 7 est un anneau que Ton pent rendre convexe par perturbation C°°- 
petite de ^ relative a 7. Par extension, on considere que la bouteille K est « convexe » 
et que son decoupage s'identifie a celui de A. Celui-ci est consitue, apres isotopie, d'une 
union de fibres de tt. En appliquant le lemme de realisation de feuilletages a A, on arrive 
sans difficulte a conjuguer la structure ^ sur un voisinage N{K) de K k la. structure 
d'equation sin((2n + l)'Kt)dx + cos((2n + l)Txt)dy = pour I'identification donnee par 

N{K) ~ {(x, y, t) G [-1, 1] X M/Z x [0, l]}/(x, 0) ~ (-x, -y, 1) 

ohK = {x = 0}. 

Sur la section i?o = = 0} de vr : N{K) — ^ B, on pent materialiser une courbe de 
decoupage par les 2n+l traverses {y = 0, t = |^^}, k G [0, 2n+l[. Meme si Bq n'est pas 
orientable, ce decoupage prend un sens lorsqu'on considere le disque a bord legendrien 
Bi obtenu en decoupant Bo le long de {t = 0}. La structure ^ est S'^-invariante au-dessus 
de Bi. 

Dans le complementaire de I'union de ces voisinages de bouteilles de Klein normalises, 
qui est le produit Mq d'une surface compacte orientable 5*0 par le cercle, on minimise, 
comme dans le theoreme I4.18[ le decoupage d'une section {0} x Sq dont le bord est 
egal a celui des bandes de Mobius Bq trouvees dans chaque N{K). Comme elle Test 
sur les composantes de dMo (apres utilisation du lemme de realisation de feuilletages), 
la structure ^ est, d'apres le theoreme 14.181 (isotope a une structure) 5'^-invariante sur 

X 5*0. On recoUe la courbe de decoupage obtenue sur {0} x 5*0 avec les arcs traces sur 
les Bq. On obtient ainsi une « courbe de decoupage » rs'(^) de S. Soit k{^) le nombre de 
composantes de r5(^). 

Si fc(^) est borne independemment de ^ G T{NX), alors toutes les configurations 
possibles pour la famille (rs(0)cGT(Af,c) se deduisent d'un nombre fini d'entre elles par 
des twists de Dehn et des isotopies de S. Comme ^ est determinee par Ts{^) et que tout 
twist de Dehn sur S provient d'un twist le long d'un tore de A^, on obtient la conclusion. 

Dans le cas contraire, pour tout p > 0, il existe une structure C,p G T{N, () pour 
laquelle la courbe de decoupage Ts{^p) contient une famille de p courbes paralleles. Celle- 
ci est incluse dans un anneau A C 5*. La fibration est triviale au-dessus de A, et sur 7t~^{A) 
la structure est S'^-invariante. On verifie facilement que le tore epais {7r~^ (A) , 
contient un tore de torsion [|] — 1, d'oii une contradiction. 

An 



5 Finitude pour les noeuds legendriens 



Pour finir, on demontre ici le theoreme 10.101 Soit fC une classe topologique de noeuds 
dans et K un de ses representants. On note Co la structure de contact standard sur 
S^, V la variete a bord \ Int(A^(i^)) et /C,jo,n I'ensemble des noeuds legendriens de 
(S^,Co) dans la classe /C dont I'invariant de Thurston-Bennequin vaut n. Tout nceud 
L G /Cfo,n possede un voisinage tubulaire N{L) = x contenant L comme {0} x 
et « standard » au sens ou Co y est definie par 

sin 6* cix + cos 6'(i?/ = 0, (x, y, 6*) G x S\ 

Pour tout L G IC(^o,n, la restriction de Co a S'^\Int(A^(L)) donne une structure de contact 
sur V. La feuilletage caracteristique dV est determine, a isotopie pres, par la pente de 
ses lignes singulieres. Cette pente elle-meme est determinee par I'invariant de Thurston- 
Bennequin n de L. On pent done supposer que toutes les structures ^l, L G /C,^o,n5 
coincident le long de dV . Or la variete V est irreductible et les structures sont tendues 
et de torsion nuUe : d'apres le theoreme I0.8[ elles vivent dans un nombre fini de classes, 
modulo isotopie et conjugaison par des twists de Dehn sur des tores. Vus dans S^, ces 
twists sont isotopes a I'identite. Si et ^l' sont dans une meme classe, il existe done une 
isotopie de issue de I'identite dont le temps 1 envoie L sur L' et preserve Co- Comme 
I'espace des structures de contact tendues positives sur est simplement connexe |E12j . 
cette isotopie pent etre deformee en une isotopie de contact qui amene L sur L' . C'est 
une isotopie legendrienne entre L et L'. 

Question 5.1. Dans une classe d'isotopie de noeuds donnee, existe-t-il un nombre fini 
de noeuds legendriens dont tout nceud legendrien se deduise par isotopie legendrienne et 
stabilisation ? 
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